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Abstract. ２年生の代数学序論のノートである．
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1. はじめに

東海大学理学部数学科２年生向けの授業「代数学序論」の講義ノー
ト1である．大学生の向けの講義ではあるが，高度な微分積分を駆使し
ているような箇所は全くなく，「数学の議論」にさえ付いて来られれば
中学生や高校生でも読み終えることが可能だと思う．話題は初等整数論
であり，Euclid の互除法から始めて，一次不定方程式，合同式，Euler

の定理（Euler の名前が付いている定理は沢山あるが）に触れ，平方剰
余の相互法則が一つの目標である．
「代数学序論」はカリキュラムの性質上，今後学ぶと期待されている
抽象代数（群，環，体）学への入門の役割を担っているハズである．し
かし実のところあまりそれらを意識してノートを用意していない．ま
た初等整数論に付き物（？）の暗号理論などの応用も全く意識してい
ない．個人的に面白そうだと思う初等整数論の話題を扱い，結果的に
その後の話に繋がればその都度コメントを少しする，という具合で講
義ノートを準備した．（後日「意識的に」記述を変えるかもしれない．）

12016年度と 2017年度は大体このノート通りに講義を行った．
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前半部分はEuclid の互除法が物を言う世界であり，具体的な計算を
実行できることが大切である．中盤以降は多少抽象論がでてくる．「同
値関係」や「商集合」などは大体の若者（？）が一度は足を止めてし
まう概念である．このあたりまでの原稿を書く上で [1], [2]を参考にし
ている．後半は初等整数論の花形「平方剰余の相互法則」である．[1],

[4]を参考にした．初等整数論の話とは言えないが，付録として高次方
程式論の話がある．個人的には割と好きな話である．Galois 理論を表
に出さず 5次（以上の）方程式の代数的可解性の議論をしている．た
だし一つだけ「仮定」をして議論している．普通ここの議論を省いて
はダメなのだが，講義の時間上省略した．[3] にちゃんとした解説があ
るので，長期の休みの時に埋めていただけるとありがたい．また人に
よっては「卒業研究」のネタにしてしまう事も悪くないと思う．（ただ
し私以外の先生のところで取り組んでいただく事を強く勧める．）ここ
では [3]や [5]を参考にした．

1.1. カリキュラムの覚書. この授業は「半期に 90分授業が 30コマ」と
いう形式で行われる．このノートで扱っている分量だと，試験を授業期
間中に行ったとしても 13週（26コマ）くらいでなんとか終えられる2と
思う．
カリキュラム的に，この授業を受講している学生さんは「線形代数は

学習済み」という事になっている．ただし対角化くらいまでで，Jordan
標準形はやっていない．集合論は触れているが，写像の単射性や全射
性くらいまでで，濃度や同値関係はやっていない．対角線論法は当然
やってない．（集合論をやっていないと同値な気もする・・・．）距離空間
や位相空間論も既に学習しているようであるが，ϵ-δはこの授業と平行
して学習している．この辺はちょっと謎な現象である．代数学序論の後
に，群論を勉強し，環論と体論を勉強する．

2とは言うものの，演習の時間を設けなくてはならないので，案外「相場」かもし
れない．
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2018年度の新入生からカリキュラムが変わる．「半期に 100分授業が
28コマ」になる．よくわからないが，予備知識は大差ないと思われる．
もしかしたら対角線論法は学習済みになるかもしれない．

2. 数学的帰納法と除法の定理

数学的帰納はよく使う証明方法の一つである．まず最初に復習して
おく．
数学的帰納法� �
自然数 nに対し，Pnを nに関する命題とする．Pnが

• P1は真（P1が成り立つ）．
• 任意の自然数 kに対して Pkが真ならば Pk+1も真．

をみたすとき，すべての nに対して Pnは真である．� �
おそらくこの枠を何度眺めても帰納法を使いこなせるようにはならな
い．実際に使ってみることである．

例 2.1. Pn : 12 +22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)/6 数学的帰納法を用
いて示す．

• n = 1のとき，左辺は 12であり，右辺は 1(1 + 1)(2 × 1 + 1)/6

であり，ともに 1である．従って P1は真である．
• n = kのとき Pkが真，つまり

12 + 22 + . . . k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6

が成り立つと仮定する．このとき両辺に (k + 1)2を加えると

12 + 22 + · · ·+ k2 + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2

= (k + 1)

(
k(2k + 1)

6
+ (k + 1)

)
= (k + 1)× 2k2 + 7k + 6

6

= (k + 1)× (k + 2)(2k + 3)

6

=
(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1)

6
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である．従って Pk+1も真である．

例 2.2. nを自然数とする．このとき，n3 + 5nは 6の倍数であること
を数学的帰納法を用いて次を示す．
n = 1のとき 13 + 5 × 1 = 6なので 6の倍数である．k3 + 5kが 6の

倍数であるとする．
(k + 1)3 + 5(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1 + 5k + 5

= k3 + 5k + 3k(k + 1) + 6

であるが，kか k + 1のどちらかは偶数なので 3k(k + 1)は 6の倍数で
ある．従って (k + 1)3 + 5(k + 1)は 6の倍数である．

例 2.3. nを自然数とする．このとき，22n − 1は 3で割り切れることを
数学的帰納法を用いて次を示す．
n = 1のとき 22×1 − 1 = 22 − 1 = 3なので 3で割り切れる．n = kの

とき 22k − 1が 3で割り切れると仮定する．22(k+1) − 1 = 22k+2 − 1 =

22k × 22 − 4+ 4− 1 = 4(22k − 1)+ 3であるが，仮定より 22k − 1は 3で
割り切れるので，4(22k − 1) + 3も 3で割り切れる．以上より，22n − 1

は 3で割り切れる．

帰納法を用いて次の定理を示す．この定理は次節で示すEuclid の互
除法の鍵となるものである．

定理 2.4 (除法の定理). a, bを整数，特に bを正とする．このとき a =

bq + r (0 ≤ r < b)をみたす整数 q, rが唯一つ存在する．

除法の定理とは言え，話は小学生の時にやった「余りのある割り算」
である．a = 309, b = 25とすると 309 = 25×12+9なので q = 12, r = 9

である．
証明の前に微妙な例を見ておく．a < 0のときに注意が必要である．

例 2.5. a = −720, b = 23とする．このとき
(1) −720 = 23× (−31)− 7より q = −31, r = −7である．
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(2) −720 = 23× (−32) + 16より q = −32, r = 16である．

などが考えられる．計算そのものとしてはどちらも間違いではないの
だが，除法の定理の主張に 0 ≤ r < bとあるので，我々の立場からは
(1)の考え方は却下する．

除法の定理を証明していくが，示すべきことは「qと rが一意的に存
在する」である．ここでは「存在」と「一意性」を 2つに分けて示す．

Proof. まずは存在から示す．a = 0のときは q = r = 0とすれば良い．
a > 0とする．もし a < bであれば，q = 0, r = aとすれば良い．そこ
で a ≥ bとして aに関する帰納法を用いる．
a = 1ならば b = 1であり，q = 1, r = 0である．任意の自然数 k

に対し，除法の定理が成り立つとする．つまり a = 2, 3, . . . , kのとき
a = bq + r, (0 ≤ r < b) をみたす整数 qと rが存在すると仮定する．こ
のとき k + 1 = bq + r, (0 ≤ r < b)をみたす整数 qと rが存在すれば
良い．
さて，k + 1− bは k以下の自然数であることに注意する．すなわち

k+1−b = bq1+r1, (0 ≤ r1 < b)をみたす整数 q1, r1が（一意的に）存在
する．従って k+1 = (q1+1)b+r1であり，q = q1+1, r = r1とすれば良
い．a < 0であれば，−a > 0なので−a = bq′ + r′, (0 ≤ r′ < b) をみた
す整数 q′と r′が（一意的に）存在する．すなわち a = b(−q′)+ (−r′)で
ある．もし r′ = 0であれば q = −q′, r = 0とすれば良い．もし r′ > 0で
あれば a = −q′b−r′ = b(−q′−1)+b−r′なので，q = −q′−1, r = b−r′

とすれば良い．今 0 < r′ < bより 0 < b− r′ < bであることに注意する．
次に一意性を示す．方針は「除法の定理の主張をみたす qと rが 2つ

あるとする．すると，いろいろな議論の末，結局はその 2つは一致す
る」というものである．これは一意性を示す時の定石と言えるほどの
ものである．
a = bq + r = bq0 + r0 (0 ≤ r, r0 < b)と 2通りの表し方ができたとす

る．このとき b(q − q0) = r0 − rと |r0 − r| < bに注意する．また q − q0
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は整数であるから，b(q− q0) = r0− r = 0を得る．つまり q = q0, r = r0

である． □

注意 2.6. 前半の「存在」に関する証明で，「一意性も同時に示せている
のでは？」と思うかもしれないが，a = b = 1の場合に少し問題がある．
q = 1, r = 0だが，この 1や 0の一意性を示していないことに注意する．
実際，有理整数環 Z内で 1や 0は一意的である．（おそらく環論の授業
の最初にもやるハズである．）この辺りの議論を終えておけば，後半の
一意性に関する議論は前半部の存在証明のところへ押し付けることが
できる．

定義 2.7. 定理 2.4の qと rをそれぞれ aを bで割った時の商と余りと
いう．

3. 最大公約数とEuclid の互除法

Euclid の互除法は初等整数論において最も重要な定理である．この
ノートのほとんどの命題はこれから導かれると言って過言ではない．幾
つか記号の定義をする．

定義 3.1. a, bを整数とする．b = aqをみたす整数 qが存在するとき a|b
と記す．これは「aが bを割り切る」や「a（と q）は bの約数」を意味
する．

注意 3.2. a|bであれば±a| ± bであるので，整数の符号は「割り切る」
「割り切らない」などの整除関係に影響を与えない．整数の約数は正の
ものだけを考える，という姿勢もあろうが，「負の数の約数は定義しな
い」という姿勢だと後でやる一次不定方程式や合同式を考えるときに
困る．また 0の約数は 0以外の整数すべてである．

本稿を手にする人は既に知っていることであろうが，上で定義した
記号を使って次を定義する．

定義 3.3. a, bを整数とする．
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• 整数 dが d|aかつ d|bをみたすとき，dを aと bの公約数と言う．
• dを aと bの正公約数とする．aと bの任意の公約数 d′に対し，
d′|dのとき dは aと bの最大公約数という．

例 3.4. a = 24, b = 18のとき，公約数は±1,±2,±3,±6であり，この
うち全ての数で割り切られる数は±6である．−6は負の数なので，最
大公約数は 6である．

補題 3.5. 最大公約数 dは任意の公約数 d′に対し d′ ≤ dである．特に
最大公約数は一意的に定まる．

Proof. 約数は正の数であるから，d′|dであれば d = d′qをみたす正の整
数 qが存在する．つまり d′ ≤ dである．また dと eを最大公約数とす
ると，d ≤ eと e ≤ dが成り立つ．従って d = eである． □

注意 3.6. 代数（特に環論）の勉強を進めてから，このあたりを振り返
る3と，d > 0としている仮定を不満に思うかもしれない．「dを aと b

の公約数として，aと bの任意の公約数 d′に対し，d′|dのとき・・・」と
するのである．そうすると，最大公約数は複数（ほとんどの場合 2つ）
現れることになる．その場合でも特に理論的には困らないのだが，説
明文の中にイチイチ「正の最大公約数を・・・」というというフレーズが
現れてしまい，何かとメンド臭いので d > 0としている仮定を付けて
いる．

定義 3.7. a, bを整数とする．
• aと bの最大公約数を (a, b)やGCD(a, b)と記す．
• (a, b) = 1のとき aと bは互いに素という．

例 3.8. 最大公約数を求めるときの一つの手段は素因数分解である．
• 132 = 22 × 3× 11であり，60 = 22 × 3× 5 なので 132と 60の
公約数は 1, 2, 22, 3, 2× 3, 22 × 3である．このうち最大のものは
22 × 3 = 12である．つまり (132, 60) = 12である．

3そういう機会があるかどうかは知らないが．
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• 196 = 22 × 72であり 54 = 2× 33なので 196と 54の公約数は 1

と 2のみ．従って (196, 54) = 2である．

素因数分解が簡単な場合には上のように最大公約数を求めることが
できるが，一般に大きな数の素因数分解は難しい．（実はこれがある種
の「暗号」の基礎になっている．）素因数分解をしなくても最大公約数
を求めることは可能である．それが Euclid の互除法である．鍵とな
るのは定理 2.4の除法の定理である．それを今から使う形に書き換え
て置くと，
除法の定理（変形版）� �
自然数a, bがa > bをみたすとする．このときa = bq+r (0 ≤ r < b)
をみたす自然数 q, rが唯一つ存在する．� �
である．
もし r = 0であれば，a = bqであり，最大公約数が求まった．もち

ろん (a, b) = bである．もし r 6= 0であれば，bと rに関して除法の定
理を用いる．つまり b = rq1 + r1 (0 ≤ r1 < r)をみたす自然数 q1, r1

を唯一つ得ることができる．もし r1 = 0であれば，b = rq1 であり，
a = bq + r = rq1q + r = r(q1q + 1)である．つまり rは aと bの公約数
である．実はこれが公約数の中で最大である．すなわち次が成り立つ．

主張 3.9. (a, b) = r.

Proof. (a, b) = d 6= rとすると自然数 a1, b1が存在し，a = a1d, b = b1d

と表せる．a = bq + rであるから r = a− bq = (a1 − b1q)d となる．す
なわち dは rの約数である．これは dが最大公約数であることに反す
る．従って (a, b) = rである． □

さて，もし r1 6= 0であれば rと r1に関して除法の定理を用いて，上
と同じ議論を繰り返す．この議論では非負の整数のみを扱っているの
で，この議論は有限回で終了する．この「余りが 0になるまで除法の
定理を繰り返す」というのが Euclid の互除法のカラクリである．
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注意 3.10. 定理 2.4は整数の範囲で成り立っていた．それを自然数に
制限してる理由は大した話ではない．話の見やすさ，つまり「割り算」
を繰り返すと扱う数がだんだんと「小さくなる」という雰囲気を残すた
めと次が理由である．今 aと bの最大公約数 (a, b) = dを求めようとし
ている．以前言及したように約数の話に正負を持ち込んでいない．す
なわち (−a, b) = (a, b)だからである．
実際のところ，Euclid の互除法は最大公約数を求めるだけに使われ

るわけではない．（たとえば次の節で扱う一次不定方程式である．）もし
a < 0であっても，除法の定理を一度使ってやれば全て非負の世界にな
る．つまり a = bQ + R (0 ≤ R < b)となるので，R > 0と bに対して
議論を行えば良い．

命題 3.11 (Euclid の互除法). a, bを整数，特に bを正とする．除法の
定理を有限回行うことで

a = bq + r (0 < r < b)

b = rq1 + r1 (0 < r1 < r)

r = r1q2 + r2 (0 < r2 < r1)

r1 = r2q3 + r3 (0 < r3 < r2)

...

rn−2 = rn−1qn + rn (0 < rn < rn−1)

rn−1 = rnqn+1 + 0

を得る．このとき (a, b) = rnである．

Euclid の互除法に現れる式は上の式から下の式を得ているわけだが，
全体ができあがると，下から見ていくことが多い．証明そのものもそ
うである．

Proof. 下２つの式に注目すると rn−2 = rn−1qn + rn = (qn+1qn + 1)rn

であるから rnは rn−2の約数である．さらに下から３つ目にある（はず
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の）式を用いると

rn−3 = (qn+1qn + 1)rnqn−1 + rnqn+1

= ((qn+1qn + 1)qn−1 + qn+1)rn

なのでrnはrn−3の約数である．同様にすればrnはrn−2, rn−3, . . . , r1, r, b, a

の約数であることがわかる．つまり rnは aと bの公約数である．
また，(a, b) = dとすると最大公約数の定義から rnは dの約数であ

る．一方，主張 3.9 と同様の議論を繰り返すと，dは rnの約数である
ことがわかる．すなわち d = rnである． □

これより直ちに次がわかる．

系 3.12. 整数 a, qと自然数 bに対し (a, b) = (a− qb, b)が成り立つ．

例 3.13. Euclid 互除法を用いて最大公約数を求める．最大公約数その
ものは 2つの数を素因数分解すれば求められるのだが，一般に素因数
分解は簡単ではない．また後ほど，最大公約数を求める過程に表れる
式が大事になる．

(1) 527と 341の最大公約数を求める．

527 = 341× 1 + 186

341 = 186× 1 + 155

186 = 155× 1 + 31

155 = 31× 5 + 0

ゆえに (527, 341) = 31である．
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(2) 925と 1980の最大公約数を求める．

1980 = 925× 2 + 130

925 = 130× 7 + 15

130 = 15× 8 + 10

15 = 10× 1 + 5

10 = 5× 2 + 0

ゆえに (925, 1980) = 5である．
(3) −7935と 5796の最大公約数を求める．

−7935 = 5796× (−2) + 3657

5796 = 3657× 1 + 2139

3657 = 2139× 1 + 1518

2139 = 1518× 1 + 621

1518 = 621× 2 + 276

621 = 276× 2 + 69

276 = 69× 4 + 0

ゆえに (−7935, 5796) = 69である．もちろん (7935, 5796) = 69である．

例 3.14. 整数 xに対し 0 = x × 0であり，7 = 1 × 7なので (0, 7) = 7

である．Euclid 互除法を用いると，0 = 7× 0 + 0である．

4. 一次不定方程式

この節の目的は次である．
目的� �
a, b, cを整数とするとき一次不定方程式 ax + by = cの整数解を求
める．（これは Diophantus 方程式の一種であり，Bézoutの等式と
も呼ばれる．）� �
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命題 4.1. 整数 a, bの最大公約数を dとする．このとき一次不定方程式
ax+ by = dの整数解が存在する．

Proof. a = 0または b = 0ならば d = b又は aであり，扱う方程式は一
次方程式なので解は x = a/a = 1または y = b/b = 1である．
a, b > 0とする．Euclid 互除法を用いて rn−1 = qn+1rn + 0となれば，

rn = d, (rn+1 = 0)である．このとき直前の式が rn−2 = qnrn−1 + rnで
あるので，

d = rn−2 − qnrn−1 . . . (1)

を得る．さらにこの一つ前の式は rn−3 = qn−1rn−2 + rn−1であり，rn−1

について解いて (1)に代入すれば

d = rn−2 − qnrn−1

= rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2)

= −qnrn−3 + (1 + qnqn−1)rn−2 . . . (2)

である．さらに一つ前の式から rn−2 = rn−4 − qn−2rn−3を得るので，こ
れを (2)に代入して整理すると

d = (1 + qnqn−1)rn−4 − (qn + (1 + qnqn−1)qn−2)rn−3

を得る．このようにEuclid 互除法によって得られた式を下から見てい
けば良い．つまり r−1 = a, r0 = bとみなせば，i = 0, 1, . . . , n− 1につ
いて ri+1 = ri−1 − qi+1ri であるので，上と同じ変形を繰り返すと dは
ある整数 ci−1, ciを用いて d = ci−1ri−1 + ciriと表せる．特に i = 0のと
き ac−1 + bc0 = dである．つまり x = c−1と y = c0が解（の一つ）で
ある．
a < 0, b > 0のときは −a > 0, b > 0であるので，一次不定方程式

(−a)X + bY = dは解を持つ．その解を X = c−1, Y = c0 とすると
ax+ by = dの解として x = −c−1, y = c0を得る．
a > 0, b < 0や a < 0, b < 0も同様で，それぞれ ax + (−b)y = dと

(−a)x+ (−b)y = dを考えれば良い． □
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例 4.2. 一次不定方程式 24x + 136y = 8を考える．Euclid 互除法を用
いると

136 = 24× 5 + 16

24 = 16× 1 + 8

16 = 8× 2 + 0

を得る．上 2つの式より
8 = 24− 16× 1

= 24− (136− 24× 5)× 1

= 24× 6 + 136× (−1)

である．つまり x = 6と y = −1が 24x+ 136y = 8 の解の一つである．

問題 4.3. 東海道新幹線の座席配置は，だいたいの場合通路を挟んで 2

人席と 3人席がある．（つまり横 1列に 5人の席がある．）この座席配置
には何か意味があるか？d(> 1)人の団体旅行客を上手く座らせる問題
と不定方程式 2x+3y = dを解くということの対応を考え，いろいろと
邪推（？）せよ．

命題 4.4. 一次不定方程式 ax+ by = cが解を持つための必要十分条件
は (a, b)|c，すなわち (a, b)は cの約数である．

Proof. 整数 x0, y0 を ax + by = cの解とする．d := (a, b)とすると，
a = a′d, b = b′dをみたす整数 a′, b′が存在する．従って

c = ax0 + by0 = a′dx0 + b′dy0

= d(a′x0 + b′y0)

である．つまり dは cの約数である．
逆に d = (a, b)が cの約数であるとする．命題 4.1より一次不定方程

式 ax+ by = dは解を持つので，その一つを x = x0, y = y0とする．す
なわち ax0 + by0 = dである．この両辺を c′ = c/d倍すると

a(c′x0) + b(c′y0) = c′d = c



代数学序論 15

である．従って x = c′x0と y = c′y0は ax+ by = cの解である． □

例 4.5. 例 4.2より，一次不定方程式 24x+ 136y = 16(= 8× 2) の解と
して x = 6× 2 = 12と y = (−1)× 2 = −2 がある．

系 4.6. 整数 a, bが互いに素であるとき，任意の整数 cに対し，一次不
定方程式 ax+ by = cは解を持つ．

Proof. aと bが互いに素であれば (a, b) = 1である． □

次は今までの一次不定方程式論を用いた一つの応用4である．

命題 4.7. 整数 a, b, cに対し (a, bc) = 1の必要十分条件は (a, b) = 1か
つ (a, c) = 1である．

Proof. 系 4.6より (a, b) = 1かつ (a, c) = 1であれば，一次不定方程式
ax1 + by1 = 1と ax2 + cy2 = 1をみたす整数 x1, y1, x2, y2が存在する．
また

1 = (ax1 + by1)(ax2 + cy2)

= ax1(ax2 + cy2) + aby1x2 + bcy1y2

= a(ax1x2 + cx1y2 + by1x2) + bc(y1y2)

が成り立つ．X = ax1x2 + cx1y2 + by1x2, Y = y1y2 とすれば，これら
は一次不定方程式 aX + bcY = 1の解である．従って，命題 4.4より
(a, bc) = 1である．
逆に (a, bc) = 1であれば，系 4.6より一次不定方程式 ax + bcy = 1

の解は存在するが，ax + bcy = ax + b(cy) = ax + c(by)とみなすこと
により，一次不定方程式 ax + by = 1も ax + cy = 1も解は存在する．
従って，命題 4.4より (a, b) = (a, c) = 1である． □

さて，一次不定方程式の解の型を調べて行く．線形代数で学んだ連
立一次方程式の理論，すなわち（拡大）係数行列の階数や未知数の数
の話をここで利用すると，ax+ by = dの解が存在するならば，それは

4もちろん直接示すこともできる．
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無限個存在する．次の命題は一次不定方程式の解が存在すれば，その
すべてを記述するものである．

命題 4.8. 一次不定方程式ax+by = c . . . (∗)においてd = (a, b)が cの約
数とする．このとき解の一組を x = x1, y = y1とし，a′ = a/d, b′ = b/d

とおくと，(∗)の解の全体は

x = x1 + b′k, y = y1 − a′k (k ∈ Z)

である．

Proof. ax1 + by1 = cなので (∗)と辺々引くと

a(x− x1) + b(y − y1) = 0

である．a = a′d, b = b′dであることに注意し，両辺を dで割ると

a′(x− x1) = −b′(y − y1)

を得る．この右辺は b′を約数に持つが，a′と b′は互いに素なので b′は
(x − x1)を割り切る．故に x = x1 + b′k (k ∈ Z)である．同様に a′は
−(y − y1)を割り切るので y = y1 − a′kである． □

例 4.9. 24x + 136y = 16の全ての解を調べる．(24, 136) = 8なので，
命題 4.8の記号で，a′ = 24/8 = 3, b′ = 136/8 = 17である．また，例
4.5より 24x + 136y = 16の解の一つとして x = 12, y = −2があった．
従って 24x+ 136y = 16の解は x = 12 + 17k, y = −2− 3kと書ける．
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一次不定方程式の解き方� �
一次不定方程式 ax+ by = cは次の手順で解く．

(1) Euclid の互除法で d = (a, b)を求める．
(2) cを dで割る．

(2-1) d 6 |cならば解なし．（終了）
(2-2) d|cならば c′ = c/dとして (3)へ．

(3) (1)に現れた式を用いて一次不定方程式 ax+ by = dの解を
一組み求める．それを x = x1, y = y1とする．

(4) x = c′x1, y = c′y1は一次不定方程式 ax+ by = cの解である．
(5) a′ = a/d, b′ = b/dとすると一次不定方程式 ax+ by = cの全
ての解は，k ∈ Zを用いて x = c′x1 + b′kと y = c′y1 − a′k

の型で書ける．� �
問題 4.10. 例 3.13を参考に一次不定方程式 1980x+ 925y = 30の解を
求めよ．

5. 素因数分解の一意性

主張そのものは有名である．

定理 5.1 (素因数分解の一意性). 0と 1以外の整数は−1及び幾つかの
素数の積として，積の順序の違いを除いて一意的に表せる．

この定理は二つの主張を含んでいる．「整数は素数の積（と±）で表
すことが可能」という事と「表し方の一意性」である．ある程度素数
に馴染みがあると当然のように思うが，この手の話が成り立たない代
数系も存在する．（そのうち環論の授業で素元や既約元や UFDなどの
言葉を耳にするであろう．）以下，この証明をしていくが，次の補題が
大切である．

補題 5.2. pを素数，a, bを整数とする．このとき p|abであれば p|aま
たは p|bが成り立つ．
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Proof. p|abかつ p 6 |aとする．このとき p|bを示せば良い．
(p, a) = 1なので系 4.6より一次不定方程式 ax + py = 1の整数解が

存在する．この両辺に bを掛ければ abx+ bpy = bであり，p|abなので
左辺は pで割り切れる．従って p|bである． □

定理 5.1を示す．nを 2以上の整数として定理の主張を示せば，−n
を考えることによって負の整数に関しても定理の主張を示すことがで
きる．したがって以下では nは 2以上の整数とする．

Proof. nに関する帰納法を用いる．
まず nが素数の積に分解できることを示す．もし nが素数であれば，

当然ながら素数（一つだけ）の積である．そこでnは合成数とする．2と
3は素数であるから，最初の合成数は 4である．この場合は 4 = 2×2と
素数の積に分解できる．n > 4として 4 < k < nをみたす合成数 kは素
数の積に分解できると仮定する．今 nは合成数であるから，1 < a < n

と 1 < b < nをみたす自然数 a, bを用いて n = abと表すことができる．
帰納法の仮定より aと bは素数の積で表せるので，n = abも素数の積
で表せる．
次に一意性を示す．もし nが

n = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs

と 2通りの素数の積への分解の仕方を持っているとする．素数 p1はn =

q1q2 . . . qsを割り切るので補題 5.2より，ある番号 j ∈ {1, 2, . . . , s}に対
して p1|qjである．今 qjも素数であるから p1 = qjである．q1, q2, . . . , qs
の添字を適当に付け替えることで p1 = q1として良い．つまりこのとき

n = p1p2 . . . pr = p1q2 . . . qs

である．k = n/p1とすれば 1 ≤ k < nであることに注意する．もし
k = 1ならば n = p1 = q1であるから，一意性は成り立つ．k > 1なら
ば k = p2p3 . . . pr = q2q3 . . . qsであるが，帰納法の仮定より kの素因数
分解は一意的である．つまり r = sであり適当に添字を適当に付け替
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えることで
p2 = q2, p3 = q3, . . . , pr = qr

が成り立つ．p1 = q1と合わせれば nの素因数分解の一意性が成り立
つ． □

6. 合同式

今まで「余りのある割り算」を考えて来たが，ここでは「余りだけ」
で代数をする．

定義 6.1. 整数 a, bと自然数mに対しm|(a − b)のとき a ≡ b mod m

と記し，aと bはmを法として合同という．

例 6.2. mの倍数全体の集合をmZとする．すなわちmZ = {0,±m,±2m, . . . }
である．このとき a ≡ b mod m⇔ a− b ∈ mZである．

(1) 5− 2 = 3 ∈ 3Zなので 5 ≡ 2 mod 3である．
(2) 5− (−1) = 6 ∈ 3Zなので 5 ≡ −1 mod 3である．
(3) 121− 0 = 112 ∈ 11Zなので 121 ≡ 0 mod 11である．

補題 6.3. aと bをmで割った時の余りが等しくなるための必要十分条
件は a ≡ b mod mが成り立つことである．

Proof. 定理 2.4（除法の定理）を用いて a = mq1 + r1, b = mq2 + r2

と表す．このとき 0 ≤ r1, r2 < mなので |r1 − r2| < mに注意する．
a − b = mq1 + r1 − (mq2 + r2) = m(q1 − q2) + (r1 − r2) なので，
a− b ∈ mZ ⇔ r1 = r2である． □

次の補題を見ても「だから何だ？」という気がするのはある意味自
然である．しばらくするとアリガタミが分かってくる．必要になった
ときにもう一度見直すべし．整数を「余りの世界」で考えることには
意味がある，という保証をしてくれている．

補題 6.4. a, b, cを整数とし，mを自然数とする．このとき
(1) a ≡ a mod m
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(2) a ≡ b mod mならば b ≡ a mod m

(3) a ≡ b mod m, b ≡ c mod mならば a ≡ c mod m

が成り立つ．

Proof. (1) a− a = 0 ∈ mZより従う．(2) a ≡ b mod mは a− b ∈ mZ
の意味であるが，−(a−b) ∈ mZが成り立つので b−a = −(a−b) ∈ mZ
である．従って b ≡ a mod mが成り立つ．(3) a ≡ b mod m, b ≡ c

mod mならば a− b, b− c ∈ mZであり，(a− b)+ (b− c) = a− c ∈ mZ
が成り立つ．つまり a ≡ c mod mである． □

注意 6.5. 上の証明だけでなく，今後も a − bがmZに入るかどうか？
という議論を多く行う．つまり a − bはmの整数倍になり得るか？と
いう話である．基本的には次を認識していないと今後の議論を追って
いくことは難しいかもしれない．

• a, b ∈ mZならば a± b ∈ mZである．
• a ∈ mZかつ k ∈ Zならば ka ∈ mZである．

これは是非自分でチェックしておくべきである．「a ∈ mZならばa = ma′

をみたす整数 a′が存在するので・・・」という具合にやっていけば良い．
ピンとこなければmを 3や 5などの具体的な数を入れてみよ．

6.1. 合同式の演算. この節の初めに「「余りだけ」で代数をする」と宣
言したが，そのココロが次の命題である．整数全体には加法（足し算）
と乗法（掛け算）を定めることができるが，余りだけを考えていても
同様の加法と乗法を矛盾なく定める（well-defined）ことができる．

命題 6.6 (合同式の計算則). a1 ≡ a2 mod m，b1 ≡ b2 mod mとする．
このとき次が成り立つ．

(1) a1 + b1 ≡ a2 + b2 mod m

(2) a1b1 ≡ a2b2 mod m

Proof. (1) a1 ≡ a2 mod m，b1 ≡ b2 mod mならば a1 − a2, b1 − b2 ∈
mZであり，(a1− a2)+ (b1− b2) = (a1+ b1)− (a2+ b2) ∈ mZが成り立
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つ．すなわち a1 + b1 ≡ a2 + b2 mod mである．(2) a1b1 − a2b2 ∈ mZ
を言えば良い．

a1b1 − a2b2 = a1b1 − b1a2 + b1a2 − a2b2

= (a1 − a2)b1 + (b1 − b2)a2

であるが，a1 − a2, b1 − b2 ∈ mZなので (a1 − a2)b1 + (b1 − b2)a2 ∈ mZ
である． □

注意 6.7. a1 = a2 = −1として (2)を用いると−b1 ≡ −b2 mod mで
ある．ここで (1)を用いると減法（引き算）も矛盾なく定義できる．す
なわち a1 − b1 ≡ a2 − b2 mod m が成り立つ．

繰り返すが，合同式では加法，減法，乗法が自由にできる．

例 6.8. 0 ≤ x ≤ 9のとき 7+x ≡ 1 mod 9をみたす xを求める．7 ≡ 7

mod 9なので問題の合同式から辺々引くと 7 + x − 7 ≡ 1 − 7 mod 9

である．故に x ≡ −6 ≡ 3 mod 9である．0 ≤ x ≤ 9なので x = 3で
ある．

例 6.9. 273× 36 + 478× 142 を 13で割った余りを求める．
273 ≡ 0 mod 13

36 ≡ −3 mod 13（実はこれは計算しなくても良い）
478 ≡ 10 mod 13

142 ≡ −1 mod 13

なので
273× 36 + 478× 142 mod 13 ≡ 0× (−3) + 10× (−1) mod 13

≡ −10 mod 13

≡ 3 mod 13

である．従って求める余りは 3である．（もちろん 273×36+478×142 =

77704 = 13× 5977 + 3と計算できる．）
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命題 6.10. a ≡ b mod m のとき任意の自然数 k に対し，ak ≡ bk

mod mが成り立つ．

Proof. ak − bk ≡ (a− b)
∑k−1

i=0 a
k−1−ibi に注意すれば，仮定より a− b ∈

mZなので ak − bk ∈ mZである． □

注意 6.11. 命題 6.6 (2) を k回用いても良い．

例 6.12. 整数のベキを割った時の話は Fermat 小定理や Euler の定理
などもあるが，基本は上の命題である．それを使ってみる．

(1) 24100を 25で割った余りを求める．
24 ≡ −1 mod 25なので 24100 ≡ (−1)100 = 1 mod 25 である．
故に 24100を 25で割った余りは 1である．

(2) 201010001を 101で割った余りを求める．
2020 = 22×5×101なので，2010 ≡ −10 mod 101及び20102 ≡
100 ≡ −1 mod 101が成り立つことに注意する．

201010001 = 20102×5000+1

= (20102)5000 × 2010

≡ (−1)5000 × (−10) mod 101

≡ −10 mod 101

≡ 91 mod 101

である．従って 201010001を 101で割った余りは 91である．

合同式において加法（と減法）と乗法の様子は分かった．当然次に
気になるのは除法（割り算）である．

疑問 6.13. 整数 a, bと自然数mに対し b ≡ aq mod mのとき”商”qは
a, bによりmを法として唯一に定まるか？また c 6≡ 0 mod mのとき，
ac ≡ bc mod m であれば a ≡ b mod mか？

例 6.14. 39 − 15 = 24 ∈ 6Zなので 39 = 13 × 3 ≡ 15 = 5 × 3 mod 6

である．しかし 13− 5 = 8 6∈ 6Zであるから 13 6≡ 5 mod 6である．
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整数の世界では c 6= 0であり (a − b)c = 0ならば a − b = 0である．
合同式はここが上手くいかない．つまり「xy ≡ 0ならば x ≡ 0また
は y ≡ 0」が必ずしも成り立たない．実際上の例で，(13 − 5) × 3 ≡ 0

mod 6であるが 13− 5 = 8 6≡ 0 mod 6かつ 3 6≡ 0 mod 6である．
合同式の「除法（割り算）」に相当するものは次である．

命題 6.15. 整数 a, b, cと自然数mに対して次が成り立つ．
(1) (c,m) = 1のとき ac ≡ bc mod mならば a ≡ b mod mである．
(2) (c,m) = d > 1のときm′ = m/dとすると，ac ≡ bc mod mな
らば a ≡ b mod m′である．

Proof. (1) ac ≡ bc mod mならば (a− b)c ∈ mZであるが，今 (c,m) =

1であるから cは mの倍数ではない．故に a − b ∈ mZである．(2)

c′ = c/dとするとき (c′,m′) = 1に注意する．ac − bc ∈ mZであれ
ば (a − b)(dc′) ∈ dm′Z なので (a − b)c′ ∈ m′Zである．(1)と同様に
a− b ∈ m′Zが成り立つ． □

系 6.16. a, bを整数，pを素数とする．このとき a ≡ 0 mod pまたは
b ≡ 0 mod pの必要十分条件は ab ≡ 0 mod pである．（Z/pZは整域で
ある．）

Proof. b 6≡ 0 mod pとする．このときab ≡ 0 = 0×b mod pと (b, p) =

1なので，命題 6.15 (1)を用いれば a ≡ 0 mod pである．逆は合同式
の積の演算そのもの． □

6.2. 一次合同式. 整数 a, bと自然数mに対し，ax ≡ b mod mをみた
す整数 xを求めたい．しかし我々はそれを得るための術を持っている．
少し問題の言い換えをしてみたい．今更強調するまでもないが ax ≡ b

mod mは ax − b ∈ mZの意味である．すなわち ax ≡ b mod mが成
り立つということは ax − b = myをみたす整数 yが存在することであ
る．実際に求めたいものは yではなくて xであるが，扱っているもの
は一次不定方程式 ax−my = bである．従って一次不定方程式の理論
より次がわかる．
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命題 6.17. d := (a,m)とする．このとき次が成り立つ．

(1) 一次合同式 ax ≡ b mod mが解を持つことの必要十分条件は d

が bの約数である．
(2) ax1 ≡ b mod mとし，m′ = m/dとすると ax ≡ b mod mの
解の全体は x = x1 +m′k, (k ∈ Z)である．

(3) ax ≡ b mod mの（mを法とした）解は d個存在する．つまり
x ≡ x1, x1+m

′, x1+2m′, . . . , x1+(d−1)m′が一次合同式ax ≡ b

mod mの全ての解である．

Proof. 命題 4.4から (1)が，命題 4.8から (2)が従う．(3) k, k′ ∈ Zと
する．x1 +m′k ≡ x1 +m′k′ mod mであればm′k ≡ m′k′ mod mで
あるが，(m,m′) = m′ なので命題 6.15 (2)より k ≡ k′ mod dであ
る．故に異なる kの取り方は dを法として d通り存在する．すなわち
x = x1 +m′kの取り方はmを法として d通り存在する． □

命題 6.17 (3)の補足を与える．実際に解いてみれば分かるが，一次
合同式 18x ≡ 30 mod 48の解は x ≡ 7 mod 8の形である．（例 6.20を
見よ．）言い換えれば x = 7 + 8kであり，具体的な整数として書き下
すと x = 7, 15, 23, 31, 39, 47, 55, . . . となる．しかし今は「48を法とし
て」考えているので 55 ≡ 7 mod 48，つまり 7と 55は同一視される．
他も同様である．従って一次合同式 18x ≡ 30 mod 48の具体的な解は
x = 7, 15, 23, 31, 39, 47の 6個ある．

系 6.18. pを素数，a 6≡ 0 mod pとする．このとき ax ≡ 1 mod pと
なる xが pを法として唯一つ存在する．（Z/pZは体である．）

Proof. (a, p) = 1と命題 6.17から従う． □
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一次合同式の解き方� �
一次合同式 ax ≡ b mod mは次の手順で解く．

(1) Euclid の互除法で d = (a,m)を求める．
(2) bを dで割る．

(2-1) d 6 |bならば解なし．（終了）
(2-2) d|bならば b′ = b/dとして (3)へ．

(3) (1)に現れた式を用いて一次合同式 ax ≡ d mod mの解を
一つ求める．それを x = x1とする．

(4) x = b′x1は一次合同式 ax ≡ b mod mの解である．
(5) m′ = m/dとすると一次合同式 ax ≡ b mod mの全ての解
は x = b′x1 +m′k (k ∈ Z)と書ける．

(6) 解の個数は d個，すなわち x = b′x1 + m′k に対して k =

0, 1, 2, . . . , (d− 1)が異なる解を与える．� �
注意 6.19. 多少記号の差があるが，「一次不定方程式の解き方」と見比
べると Step 6を除いて本質的に同じである．一次不定方程式の解とし
て xだけ求めて，Step 6の作業を追加しているだけである．
命題 6.6と命題 6.15 にあるような合同式の演算を駆使すれば別の解

法もある．

例 6.20. 一次合同式 18x ≡ 30 mod 48をみたす xを求める．

（解１）Euclid の互除法を用いて (18, 48)を求める：

48 = 18× 2 + 12

18 = 12× 1 + 6

12 = 6× 2 + 0

なので (18, 48) = 6であり，30/6 = 5なので一次合同式18x ≡ 30

mod 48 に解は存在する．次に一次合同式 18X ≡ 6 mod 48の
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解を一つ求める．

6 = 18− 12

= 18− (48− 18× 2)

= 18× 3 + 48× (−1)

なので 18 × 3 − 6 = 48 ∈ 48Z，すなわちX = 3 は 18X ≡ 6

mod 48をみたす．故に 18x ≡ 30 mod 48 の解として x = 5×
3 = 15がある．故に 18x ≡ 30 mod 48の全ての解は

x = 15 +
48

6
k

= 15 + 8k

で与えられる (k ∈ Z)．18x ≡ 30 mod 48の解は 6個存在し，具
体的に表すとk = −1, 0, 1, 2, 3, 4のときのx = 7, 15, 23, 31, 39, 47

である．
（解２）(18, 48) = 6なので命題 6.15 より 18x ≡ 30 mod 48ならば

3x ≡ 5 mod 8である．8x ≡ 0 mod 8なので，これらの辺々引
くと 5x ≡ −5 mod 8である．再び命題 6.15と (5, 8) = 1を用
いれば，x ≡ −1 ≡ 7 mod 8を得る．つまり 18x ≡ 30 mod 48

の解は x = 7 + 8kの型をしており，k = 0, 1, 2, 3, 4, 5が異なる
6個の解 x = 7, 15, 23, 31, 39, 47を与える．

例 6.21. 一次合同式 7x ≡ −2 mod 24 . . . (1)の解を求める．
まず，(7, 24) = 1なので解は1つだけであることに注意する．24x ≡ 0

mod 24であるから，(1)の両辺を 3倍したものこれから引くと 3x ≡
6 mod 24 . . . (2)を得る．5最後に (1)と (2)の辺々を引くと 4x ≡ −8

mod 24 . . . (3)であり，(3)と (2)の辺々を引いてx ≡ −14 ≡ 10 mod 24

を得る．

5ここで一番やってはイケナイのが「この両辺を 3で割って，x ≡ 2 mod 24」で
ある．実際に (1)に x ≡ 2を代入すると 14 ≡ −2 mod 24となってオカシイ．
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6.3. 連立一次合同式（中国式剰余定理）. 合同式に関する四則演算の事
がわかり，一次合同式の事も触れた．次にくるのはやはり（？）連立
一次合同式であろう．

定理 6.22 (中国式剰余定理, 孫子の定理). それぞれ互いに素な自然
数 m1,m2, . . . ,mk （つまり i 6= j であれば (mi,mj) = 1）と整数
a1, a2, . . . , akに対し，連立一次合同式

x ≡ a1 mod m1

x ≡ a2 mod m2

...

x ≡ ak mod mk

をみたす解はM := m1m2 . . .mkを法として唯一つ存在する．

Proof. （解の存在について） Mi = M/mi とすると，各 iに対して
(mi,Mi) = 1に注意する．命題 6.17より一次合同式Miti ≡ 1 mod mi

をみたす tiはmiを法として唯一つ存在する．また i 6= jであればMj

にはmiが約数として含まれているのでMj ≡ 0 mod miである．そこ
でX :=

∑k
i=1Mitiaiとすると，

X ≡ 0 + 0 + · · ·+ 0 + 1× ai + 0 + · · ·+ 0 mod mi

≡ ai mod mi

である．つまりこのXは連立一次合同式の解の一つである．
（解の一意性について）与えられた連立一次合同式の解としてY も存
在したとする．すなわちY ≡ ai mod miをみたす．X ≡ ai mod miで
もあるからX ≡ Y mod miが成り立つ．すなわち各 iについてmi|(X−
Y )，つまりM |(X − Y )である．故にX ≡ Y mod M である． □

この証明は連立一次合同式の解き方まで示唆している．
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連立一次合同式の解き方� �
連立一次合同式 x ≡ ai mod mi (i = 1, 2, . . . , k) は次の手順で
解く．

(1) M = m1m2 . . .mk とおき，各 iについてMi = M/mi と
おく．

(2) 各 iについて一次合同式Miti ≡ 1 mod miを解く．
(3) 求める解はM を法として唯一つで，x =

∑k
i=1Mitiai で

ある．� �
例 6.23. 連立一次合同式6

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 2 mod 7

を解く．
M = 3 × 5 × 7 = 105，M1 = M/3 = 35，M2 = M/5 = 21，

M3 =M/7 = 15とし，3つの一次合同式

35t1 ≡ 1 mod 3 . . . (1)

21t2 ≡ 1 mod 5 . . . (2)

15t3 ≡ 1 mod 7 . . . (3)

を解く．35 ≡ −1 mod 3なので (1)は−t1 ≡ 1 mod 3，すなわち t1 ≡
−1 mod 3となる．また 21 ≡ 1 mod 5なので (2)は t2 ≡ 1 mod 5で
ある．(3)も同様に t3 ≡ 1 mod 5である．以上よりX = 35× (−1)×
2 + 21× 1× 3 + 15× 1× 2 = −70 + 63 + 30 = 23が 105を法としたと
きの解である．つまり求める解は x ≡ 23 mod 105である．

問題 6.24. 連立一次合同式：x ≡ 1 mod 5，x ≡ 2 mod 7の解を求めよ．
6余談だが，実はこの問題は連立一次合同式の問題で一番有名と言える．定理 6.22

の名前の由来である『孫子算経』という古い書物に「3で割ると 2余り，5で割ると
3余り，7で割ると 2余る数は何か？」という問題がある（らしい）．これを定式化
すれば上の連立一次合同式そのものである．
なお，兵法書の『孫子』の孫子さんとは別人のようである．
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7. 同値関係と剰余集合

この節では少し話が変わって，今までよりも抽象的である．初等整
数論の話の一つ，というよりは「数学全体における基本的な概念で，そ
れを初等整数論の場合を例にして扱う」という感じである．次節以降
への準備である．

定義 7.1. 集合 Sの元 x, yに対して x ∼ yまたは x 6∼ yのいずれか一
方が成り立つ（二項）関係7∼が

• x ∼ x （反射律）
• x ∼ yならば y ∼ x （対称律）
• x ∼ yかつ y ∼ zならば x ∼ z （推移律）

をみたすとき同値関係という．

例 7.2. Z上の関係∼を次のように定める．
(1) x ∼ y ⇔ |x − y| ≤ 2とすると，この関係は同値関係ではない．
実際 |1−3| = 2 ≤ 2かつ |3−5| = 2 ≤ 2なので 1 ∼ 3かつ 3 ∼ 5

であるが |1− 5| = 4 > 2なので 1 6∼ 5である．つまり推移律が
成り立たない．

(2) x ∼ y ⇔ x = yとすると，この関係は同値関係である．つまり
x = xが成り立ち， x = yならば y = xも成り立ち，x = yか
つ y = zならば x = zも成り立つ．従ってこのZ上の関係∼は
同値関係である．

例 7.3. C2 \ {(0, 0)}上の関係を次で定める：(a0, a1) = c(b0, b1)となる
c ∈ C× := C \ {0}が存在するとき8(a0, a1) ∼ (b0, b1)と記す．このとき
関係∼は同値関係である事を示す．
（反射律）：c = 1とすれば，(a0, a1) = c(a0, a1)であり，c ∈ C×であ
るから (a0, a1) ∼ (a0, a1)が成り立つ．

7xと yを定めれば真偽が確定する命題と思っても良い．
8平たく言えば，比 a0 : a1 と b0 : b1 が等しいとき．
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（対称律）：(a0, a1) ∼ (b0, b1)とすると，(a0, a1) = c(b0, b1)となる c ∈
C×が存在するが，このとき (b0, b1) =

1
c
(a0, a1)が成り立つ．1/c ∈ C×

なので (b0, b1) ∼ (a0, a1)である．
（推移律）：(a0, a1) ∼ (b0, b1)，(b0, b1) ∼ (d0, d1)とする．つまり

(a0, a1) = c(b0, b1)となる c ∈ C×と (b0, b1) = c′(d0, d1)となる c′ ∈ C×

が存在したとする．このとき (a0, a1) = cc′(d0, d1)であり，cc′ ∈ C×な
ので (a0, a1) ∼ (d0, d1)が成り立つ．

補題 6.4により，次が成り立つ．

命題 7.4. Z上の合同≡は同値関係である．

定義 7.5 (同値類). Sを集合とし，∼を S上の同値関係とする．a ∈ S

に対し [a] := {x ∈ S|x ∼ a}を∼による aの同値類という．また aを
[a]の代表元という．

注意 7.6. [a]以外にC(a)や āという記号が用いられることも多い．個
人的には āをよく使うのだが，TEXの事情でここでは [a]を使う事に
する．

例 7.7. Z上の関係として「3を法とした合同」を考える．つまり x ∼ y

を x ≡ y mod 3とする．このとき同値類は 1の同値類，2の同値類，0

の同値類の 3つである．具体的には

[1] = {x ∈ Z|x ∼ 1}

= {x ∈ Z|x ≡ 1 mod 3}

= {x ∈ Z|xは 3で割って 1余る }

と

[2] = {x ∈ Z|x ∼ 2}

= {x ∈ Z|x ≡ 2 mod 3}

= {x ∈ Z|xは 3で割って 2余る }
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と

[0] = {x ∈ Z|x ∼ 0}

= {x ∈ Z|x ≡ 0 mod 3}

= {x ∈ Z|xは 3で割って 0余る }

である．
また 3 ≡ 0 mod 3なので [0] = [3] = · · · = [3k]である．同様に

[1] = [4] = · · · = [3k+1]や [2] = [−1] = [5] = · · · = [3k+2]である．こ
れは整数を 3で割ったときの余りで「類別」している．実際，整数を 3

で割ったときの余りは 0か 1か 2である．（しかし商を調整してやって
「余りは 3か−2か 5である」と言っても間違ってはいない．）

今の場合，[1] 6= [2]や [1]∩ [2] = ∅などは直ぐに確認できる．実際に
は次が成り立つ．

命題 7.8. Sを集合，∼を S上の同値関係とする．このとき a, b ∈ Sに
対し，同値類 [a], [b]は [a]∩ [b] = ∅または [a] = [b]のいずれか一方が成
り立つ．

Proof. [a]∩ [b] 6= ∅とする．x ∈ [a]∩ [b]とすれば x ∼ aかつ x ∼ bをみ
たす．∼は同値関係であるから対称律と推移律を用いれば a ∼ bであ
る．すなわち [a] = [b]． □

系 7.9. Sを集合，∼をS上の同値関係とする．このときSは同値類の
直和9S =

∐
x∈S

[x]として表せる．

例 7.10. Z上の同値関係として x ∼ yを x − y ∈ 3Zと定める．この
とき

Z = [0]
∐

[1]
∐

[2]

9集合AとBがA∩B = ∅をみたすとき，A∪BをAとBの直和といい，A∐B
で表す．
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が成り立つ．これは整数を 3で割った時の余りは 0か 1か 2のみであ
り，3で割った時の余りを 2種類以上もつような整数は存在しない事を
意味する．

定義 7.11. Sを集合，∼をS上の同値関係とする．このときSの∼ に
よる同値類全体をS/ ∼と記す．つまりS/ ∼:= {[x]|x ∈ S}であり，こ
れを∼ による Sの商集合という．

注意 7.12. Z上の同値関係 x ∼ yとして x − y ∈ mZを考えるとき，
Z/ ∼をZ/mZと記す．例えばZ/3Z = {[0], [1], [2]}である．また，a ∈ Z
の同値類 [a] ∈ Z/mZを特に，mを法とした aの剰余類と言う（ことが
多い）．

定義 7.13. Sを集合，∼を S上の同値関係とするとき，x ∈ Sを [x]へ
移す写像 p : S → S/ ∼ (x 7→ [x]) を自然な写像と言う．またKをSの
部分集合とするとき，自然な写像をKに制限した写像 p|K : K → S/ ∼
が全単射のとき，Kを S/ ∼の完全代表系という．

各剰余類から一つずつ代表元を取ってきて作った集合が完全代表系
ということである．

例 7.14. 集合 {0, 1, 2}，{0, 1,−1}，{111, 10, 5}はどれもZ/3Zの完全
代表系である．このように，法を一つ定めても完全代表系は唯一には
定まらない．

次に Z/mZに「演算」を定義できる10ことを見る．整数 a, bに対し，
[a] + [b] := [a+ b], [a][b] := [ab]

によってZ/mZ上の和と積を定める．左辺がZ/mZの演算である．その
演算は右辺で定義される，ということである．つまりZの演算で a+ b

（または ab）を計算して，それが定める同値類をとれ，ということで
ある．

10Z/mZに環の構造を入れる．
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このZ/mZの演算はZの演算から自然に定めているので問題ないよ
うに思うかもしれないが，これは我々が「勝手に定めている」わけであ
る．すなわち，この演算の定義に何か不具合があるとも限らない．そ
れはチェックする必要がある．

命題 7.15. 上で定めた演算は代表元の取り方に依存しない．つまり矛
盾なく定義されている（well-definedである）．

Proof. [a] = [a′], [b] = [b′]のとき，[a+ b] = [a′ + b′], [ab] = [a′b′]を示す．
（和に関して）[a] = [a′], [b] = [b′]ならばa−a′ ∈ mZかつ b−b′ ∈ mZ
であり，(a − a′) + (b − b′) ∈ mZが成り立つ．(a − a′) + (b − b′) =

(a+ b)− (a′ + b′)なので [a+ b] = [a′ + b′]である．
（積に関して）[a] = [a′], [b] = [b′]ならばa−a′ ∈ mZかつ b−b′ ∈ mZ
であり，(a − a′)b ∈ mZかつ a′(b − b′) ∈ mZが成り立つ．つまり
(a− a′)b+ a′(b− b′) ∈ mZである．(a− a′)b+ a′(b− b′) = ab− a′b′な
ので [ab] = [a′b′]である． □

例 7.16. Z/5Z上の加法を考える．[1] + [3] = [1 + 3] = [4]であるが，
これは「5で割って余りが 1の整数と 5で割って余りが 3の整数を足し
た時，その数を 5で割れば余りは 4である」という意味である．たと
えば 6は 5で割って余りが 1の数，8は 5で割って余りが 3の数である．
それらの和は 14で 5で割れば余りは 4である．しかしこの結果は 6と
8と 14という代表元限定の話である．上の命題は代表元の取り方に依
存しないと言っている．

例 7.17. Z/5Z上の加法に対して，[3] + [3] = [3 + 3] = [6] = [1]が成
り立つ．またZ/4Z上の乗法に対して，[2][2] = [2× 2] = [4] = [0]であ
る．もちろん [2] 6= [0]である．整数の演算と違って，零でない元を掛
けても答えが零になることがある．

8. 既約剰余類とEuler 関数

8.1. 既約剰余類.
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定義 8.1. aを整数，mを自然数とする．(a,m) = 1のとき aのmを法
とした同値類 [a] ∈ Z/mZを既約剰余類という．また既約剰余類の集合
を (Z/mZ)×で表す．つまり

(Z/mZ)× = {[a] ∈ Z/mZ|(a,m) = 1}

である．

例 8.2. (Z/5Z)×を調べる．(Z/5Z)× = {[a] ∈ Z/mZ|(a, 5) = 1} であ
るが，(a, 5) = 1すなわち 5と互いに素な数は 1, 2, 3, 4である．従って
(Z/5Z)× = {[1], [2], [3], [4]}である．
同様に (a, 6) = 1をみたす整数を調べることによって (Z/6Z)× =

{[1], [5]}を得る．

定義 8.3. Λを Zの部分集合とする．自然な写像 p : Z → Z/mZに対
し，制限写像 p|Λ : Λ → (Z/mZ)× が全単射のとき，Λを (Z/mZ)×の既
約剰余系という．すなわち，各既約剰余類の中から一つずつ代表元を
取ってきて作った集合が既約剰余系である．

例 8.4. (Z/6Z)× = {[1], [5]}であるが，{1, 5}も {1,−1}も {37, 605}も
既約剰余系である．完全代表系と同様で，法を一つ定めても既約剰余
系は唯一には定まらない．

補題 8.5. a, bを整数，mを自然数とする．[a], [b] ∈ Z/mZに対し，[a] =
[b]が成り立つならば (a,m) = (b,m)も成り立つ．

Proof. 定理 2.4（除法の定理）より，a = mq1+ r1と b = mq2+ r2とで
きる．ここで 0 ≤ r1, r2 < mなので |r1 − r2| < mに注意する．[a] = [b]

より a− b ∈ mZなので

r1 − r2 = (a− b)−m(q1 − q2) ∈ mZ

が成り立つ．これは |r1−r2| ≥ mまたは r1−r2 = 0を意味する．従って
r1 = r2である．これと系 3.12より，(a,m) = (r1,m) = (r2,m) = (b,m)

を得る． □
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既約剰余類の立場から捉えると，この補題は (a,m) = 1をみたす [a]

を定めると，[a]に含まれる全ての元はmと互いに素である，と主張し
ている．つまり [a]が既約剰余類であるということは代表元の取り方に
依存しない．
次に (Z/mZ)×の元の個数を調べる．それは実質，Euler 関数を調べ

ることで分かる．そのために次の補題を示しておく．

補題 8.6. mと nを互いに素な自然数とする．このとき全単射

Φ : (Z/mZ)× × (Z/nZ)× → (Z/mnZ)×

が存在する．

Proof. まずは全単射 Φ′ : (Z/mZ) × (Z/nZ) → Z/mnZ （とその逆写
像）を構成する．その後でこの写像を (Z/mZ)× × (Z/nZ)×に制限し，
それが全単射である事を示す．
最初に写像 Φ′ : (Z/mZ) × (Z/nZ) → Z/mnZ を構成する．[a] ∈

Z/mZと [b] ∈ Z/nZに対し，定理 6.22（中国式剰余定理）を用いれば，
連立一次合同式 {

x ≡ a mod m

x ≡ b mod n

をみたすxはmnを法として唯一に定まる．従って写像Φ′がΦ′([a], [b]) =

[x]として定まる．
次に逆向きの写像 Ψ′ : Z/mnZ → (Z/mZ) × (Z/nZ) を構成する．

[x] ∈ Z/mnZに対し，定理 2.4（除法の定理）より x = mq1 + r1 (0 ≤
r1 < m)と x = nq2+ r2 (0 ≤ r2 < n)をみたす整数 r1, r2（と q1, q2）が
唯一つ存在する．従って写像Ψ′がΨ′([x]) = ([r1], [r2])として定まる．ま
た，Φ′とΨ′の構成法からΦ′ ◦Ψ′ = idZ/mnZとΨ′ ◦Φ′ = id(Z/mZ)×(Z/nZ)

は明らかである．つまりΦ′とΨ′は全単射である．
さて，本題である写像Φを調べる．Φ′を (Z/mZ)× × (Z/nZ)×へ制

限した写像をΦとする．今の段階では

Φ = Φ′
|(Z/mZ)××(Z/nZ)× : (Z/mZ)× × (Z/nZ)× → Z/mnZ
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に過ぎないことに注意する．([a], [b]) ∈ (Z/mZ)× × (Z/nZ)×とすると
Φ([a], [b]) = Φ′([a], [b]) = [x]であるが，[a]と [b]は既約剰余類なので
(a,m) = (b, n) = 1である．また補題 8.5 を用いれば，x ≡ a mod m

なので (x,m) = 1を得る．同様に x ≡ b mod mなので (x, n) = 1であ
る．従って命題 4.7より (x,mn) = 1，つまり [x] ∈ (Z/mnZ)×が成り
立つ．以上により写像

Φ : (Z/mZ)× × (Z/nZ)× → (Z/mnZ)×, ([a], [b]) 7→ [x])

が定まる．
同様にΨ′を (Z/mnZ)×へ制限した写像Ψを考える．[x] ∈ (Z/mnZ)×

に対し，再び定理 2.4より x = mq1 + r1 (0 ≤ r1 < m)と x = mq2 +

r2 (0 ≤ r2 < n)をみたす整数 r1, r2 が唯一つ存在する．今 (x,mn) = 1

であるが，命題 4.7より (x,m) = 1かつ (x, n) = 1なので r1, r2 6= 0で
ある．さらに系 3.12より (r1,m) = 1かつ (r2, n) = 1である．以上に
より

Ψ : (Z/mnZ)× → (Z/mZ)× × (Z/nZ)×, ([x] 7→ ([r1], [r2]))

が定まる．
またΦとΨが全単射であることはΦ′とΨ′が全単射であることから

従う． □

これより次が従う．

命題 8.7. 集合 (Z/mZ)× × (Z/nZ)×と集合 (Z/mnZ)× は対等である．
すなわち

♯
(
(Z/mZ)× × (Z/nZ)×

)
= ♯(Z/mnZ)×

である．

8.2. Euler 関数.

定義 8.8. nを自然数とし，集合 {1, 2, . . . , n}のなかで nと互いに素と
なる数の個数を φ(n)と表す．特にこの φをEuler 関数という．
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φ(n)の値は {1/n, 2/n, . . . , n/n}のうち，約分できない分数の個数と
も言える．
具体的に幾つかの例を見る．

例 8.9. φを Euler 関数とする．
(1) φ(5) = ♯{x ∈ {1, 2, 3, 4, 5}|(x, 5) = 1} = ♯{1, 2, 3, 4} = 4

(2) φ(6) = ♯{x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}|(x, 6) = 1} = ♯{1, 5} = 2

(3) φ(8) = ♯{x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}|(x, 8) = 1} = ♯{1, 3, 5, 7} = 4

(3) で別の計算をしてみる．8個の数字のうち (x, 8) = 1とならない
整数 xの個数を計算して，全体 8 = 23から引けば良い．(x, 8) = 1と
ならない整数 xは 2の倍数であり，それは 2, 4, 6, 8の 4 = 22個である．
従って φ(8) = 23 − 22 = 4である．
このように pを素数としたとき φ(pk)の値を求めるためには 1から

pkまでのうち，pの倍数の個数を調べることが有力である．

補題 8.10. m,nを自然数とする．1から nまでのうち，mの倍数の個
数は nをmで割った時の商に等しい．

Proof. 定理 2.4を用いて n = mq + r (0 ≤ r < m)と表したとき，1か
ら nまでのうちmの倍数は 1m, 2m, . . . , qmである． □

n = pk,m = pとすることで次を得る．

系 8.11. 1から pkのうち，pの倍数は pk−1個存在する．

命題 8.12. φを Euler 関数，pを素数，kを自然数とする．このとき
φ(p) = p− 1及び φ(pk) = pk − pk−1が成り立つ．

Proof. pは素数なので，{1, 2, . . . , p}のなかで pと互いに素とならない
数は pだけである．また {1, 2, . . . , pk}のなかで pkと互いに素でない数
は pの倍数であり，系 8.11よりその数は pk−1である． □

定義から察することができるが，Euler関数と既約剰余類の集合には
次の関係がある．
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補題 8.13. φを Euler 関数，mを自然数とする．このとき φ(m) =

♯(Z/mZ)×が成り立つ．

Proof. [0] = [m]なので Z/mZ = {[1], [2], . . . , [m]}である．これに含ま
れる既約剰余類の個数は {1, 2, . . . ,m}のうちmと互いに素な数の個数
である． □

素数と素数のべきの場合は Euler 関数の値は計算できた．それ以外
の場合は次の命題が本質的である．

命題 8.14. m と n を互いに素な自然数とする．このとき φ(mn) =

φ(m)φ(n)が成り立つ．

Proof. 命題 8.7と補題 8.13から従う． □

例 8.15. 素数同士は互いに素なので，素因数分解を用いれば次のよう
に計算できる．

(1) φ(6) = φ(2× 3) = φ(2)φ(3) = (2− 1)(3− 1) = 2．
(2) φ(60) = φ(22 × 3× 5)だが 22と 3× 5は互いに素なのでφ(22 ×

3 × 5) = φ(22)φ(3 × 5)である．もう一度上の命題を用いれば
φ(60) = φ(22)φ(3)φ(5) = (22 − 2)(3− 1)(5− 1) = 16である．

Euler 関数の値を計算するだけならば命題 8.14で十分であろうが，
一般には次の形で表すことができる．

定理 8.16. nを自然数とし，nの素因数分解を n =
∏m

k=1 p
αk
k (ただし

i 6= jであれば pi 6= pj)とする．このとき

φ(n) = n

m∏
k=1

(
1− 1

pk

)
である．

Proof. 命題 8.14より，

φ(n) = φ

(
m∏
k=1

pαk
k

)
=

m∏
k=1

φ(pαk
k )
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に注意する．命題 8.12を用いれば，

φ(n) =
m∏
k=1

(pαk
k − p

αk−1

k )

=
m∏
k=1

(
pαk
k

(
1− 1

pk

))

=
m∏
k=1

pαk
k ×

m∏
k=1

(
1− 1

pk

)

= n
m∏
k=1

(
1− 1

pk

)
である． □

例 8.17. φ(n) = 10をみたす自然数 nを全て求める．
n =

∏m
k=1 p

αk
k と素因数分解する．

φ(n) =
m∏
k=1

pαk−1
k (pk − 1) =

m∏
k=1

pαk−1
k φ(pk)

なので，φ(n)はφ(pk)で割り切れる11．従ってnの素因数の候補は2, 3, 11

である．またφ(3×11) = φ(3)×φ(11) = 2×10 = 20なので，3と 11は
同時にnの素因数に表れない．つまりnは 2a, 3b, 11c, 2a3b, 2a11c（a, b, c
は自然数）のうちいずれかの形をしている．
もし n = 2aであれば，φ(n) = n(1− 1/2) = 2a−1 6= 10なので n = 2a

にはなり得ない．n = 3bであれば，φ(n) = n(1− 1/3) = 2× 3b−1 6= 10

なので n = 3bにもなり得ない．n = 11cならば φ(n) = n(1 − 1/11) =

10×11c−1なので c = 1のときにφ(n) = 10である．n = 2a3bであれば，
φ(n) = n(1−1/2)(1−1/3) = 2a×3b−1 6= 10なのでn = 2a3bにはなり得
ない．n = 2a11cならばφ(n) = n(1−1/2)(1−1/11) = 10×2a−1×11c−1

なので a = c = 1のときにφ(n) = 10である．以上によりφ(n) = 10を
みたす自然数は 11と 22のみである．

命題 8.18. φを Euler 関数とする．このとき次が成り立つ．
11もし pk = 7ならば φ(n) = 10は φ(7) = 6で割り切れることになる．
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(1) nが 3以上の自然数であれば φ(n)は偶数である．
(2) 任意の自然数 nに対し，φ(n) 6= 14である．

Proof. (1) n =
∏m

k=1 p
αk
k と素因数分解する．φ(n) =

∏m
k=1 p

αk−1
k (pk−1)

であるが，pkが 3以上の素数ならば (pk − 1)は偶数である．もし pkに
3以上の素数が含まれないならば，n = 2αなので φ(n) = 2α−1である．
従って φ(n)は偶数である．

(2) φ(n) = 14 = 2 × 7とする．例 8.17と同様に φ(n)は nの素因数
のEuler 関数の値φ(pk)で割り切れなくてはならないので，nの素因数
の候補は 2と 3である．（φ(p) = p− 1 = 7となる素数 pは存在しない．）
つまり n = 2a3b, 2a, 3bである．
n = 2a3bならば φ(n) = n(1 − 1/2)(1 − 1/3) = 2a × 3b−1 6= 14であ

り，n = 2aならば φ(n) = n(1− 1/2) = 2a−1 6= 14であり，n = 3bなら
ば φ(n) = n(1 − 1/3) = 2 × 3b−1 6= 14である．つまりいずれの場合も
φ(n) 6= 14である． □

以上のことより，原理的には次の表を得ることができる．

注意 8.19. φ(n) ≤ 21 をみたす自然数 nは次の表にあるものだけで
ある．

φ(n) 20 18 16 12 10 8 6 4 2 1
66 54 60 42 22 30 18 12 6 2
50 38 48 36 11 24 14 10 4 1

n 44 27 40 28 20 9 8 3
33 19 34 26 16 7 5
25 32 21 15

17 13

命題 8.20. nを自然数，φを Euler 関数とする．このとき∑
d|n

φ(d) = n

が成り立つ．
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Proof. n =
∏m

k=1 p
αk
k と素因数分解するとd|nをみたすdはd =

∏m
k=1 p

βk

k

と表せる．ただし 0 ≤ βk ≤ αkである．命題 8.12により，素数 pに対し，
φ(p0) + φ(p1) + φ(p2) + · · ·+ φ(pγ) = 1 + (p− 1) + (p2 − p) + · · ·+ (pγ − pγ−1)

= pγ

が成り立つ事に注意する．これと命題 8.14より，∑
d|n

φ(d) =
∑

0≤βk≤αk

φ

(
m∏
k=1

pβk

k

)

=
∑

0≤βk≤αk

(
m∏
k=1

φ
(
pβk

k

))

=
m∏
k=1

( ∑
0≤βk≤αk

φ
(
pβk

k

))

=
m∏
k=1

(
φ(p0k) + φ(p1k) + · · ·+ φ(pαk

k )
)

=
(
φ(p01) + φ(p11) + · · ·+ φ(pα1

1 )
)
. . .
(
φ(p0m) + φ(p1m) + · · ·+ φ(pαm

m )
)

= pα1
1 . . . pαm

m

= n

を得る． □

注意 8.21. 3つ目の等号に関しては微積分の授業で色々言われたと思
うが，ここでは有限和と有限積の交換である．

例 8.22. 18の約数は 1, 2, 3, 6, 9, 18であるので，∑
d|18

φ(d) = φ(1) + φ(2) + φ(3) + φ(6) + φ(9) + φ(18)

= 1 + 1 + 2 + 2 + 6 + 6

= 18

である．

問題 8.23. 上の例で (k, 18) = dをみたす kを各 d = 1, 2, 3, 6, 9, 18毎に
リストアップせよ．
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9. Fermat の小定理とEuler の定理

補題 9.1. pを素数，rを 0 < r < pをみたす整数とする．このとき(
p

r

)
:=

p!

r!(p− r)!
≡ 0 mod p

が成り立つ．

Proof. 分子は pで割り切れるので，分母が pで割り切れない事を見れ
ば良い．r!(p− r)!が pで割り切れたとすると，この積のいずれかの項
は pで割り切れる．しかしそれは 0 < r < pに反する． □

注意 9.2. 定義から明らかだが (p
r

)は二項係数である．中学か高校のと
きにやった「組合せ」の pCrと同じ意味である．大学に入学する前ま
ではCを使う方が多数派だと思うが，(p

r

)の方が一般的である．
例 9.3. p = 7, r = 3とする．(

7

3

)
=

7!

3!(7− 3)!

=
7× 6× 5× 4× 3× 2× 1

3× 2× 1× 4× 3× 2× 1

= 7× 5

≡ 0 mod 7

命題 9.4. pを素数，a, bを整数とする．このとき (a + b)p ≡ ap + bp

mod p が成り立つ．

Proof. 二項定理：(a+ b)p =
∑p

k=0

(
p
k

)
ap−kbkを用いる．補題 9.1より

(a+ b)p ≡
(
p

0

)
ap +

(
p

p

)
bp mod p

なので (a+ b)p ≡ ap + bp mod pが成り立つ． □

定理 9.5 (Fermat の小定理). pを素数，aを整数とする．このとき次
が成り立つ．

(1) ap ≡ a mod p

(2) (a, p) = 1ならば ap−1 ≡ 1 mod p
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Proof. (1)が成り立てば命題 6.15より (2)が従うので (1)を示す．
a > 0とする．aに関する帰納法を用いる．a = 1ならば 1p = 1なの

で ap ≡ a mod pである．a = kのとき kp ≡ k mod pが成り立つとす
る．命題 9.4と帰納法の仮定より

(k + 1)p ≡ kp + 1p mod p

≡ k + 1 mod p

が成り立つので ap ≡ a mod pが示される．
また a < 0 のとき −a > 0 であるから (−1)pap = (−a)p ≡ −a

mod p . . . (∗) が成り立つ．p = 2ならば−1 ≡ 1 mod 2より (−1)pap ≡
ap,−a ≡ a mod 2である．また p 6= 2ならば (−1)p ≡ −1 mod pなの
で， (∗)の両辺を−1倍すれば良い．いずれにせよ ap ≡ a mod pが成
り立つ．
a = 0のときは明らかである． □

例 9.6. 10100を 17で割ったときの余りを求める．
p = 17として定理 9.5 を用いると (10, 17) = 1なので 1016 ≡ 1

mod 17である．また 100 = 6× 16 + 4なので 10100 = (1016)6 × 104 ≡
1× 104 mod 17．さらに 102 = 6× 17なので 100 = 102 ≡ −2 mod 17

である．故に 104 = (102)2 ≡ (−2)2 = 4 mod 17，すなわち 10100を 17

で割ったときの余りは 4である．

Fermat の小定理の一般化が次の Euler の定理である．

注意 9.7. Fermat と Euler の活躍した時代はちょうど 100年くらいず
れている．Fermat が生まれた頃は「関ヶ原の戦い」と「大坂冬の陣」
の間くらいである．一方のEuler が生まれた頃には「生類憐れみの令」
でお馴染みの五代将軍徳川綱吉がまだ生きている．囲碁で言えば五世
本因坊道知の時代である．味わい深い歴史である．

定理 9.8 (Euler の定理). φをEuler 関数，mを自然数，aをmと互い
に素な整数とする．このとき aφ(m) ≡ 1 mod mが成り立つ．
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注意 9.9. mが素数であれば φ(m) = m− 1なので Fermat の小定理そ
のものである．

Proof. ♯(Z/mZ)× = φ(m)なので (Z/mZ)× = {[x1], [x2], . . . , [xφ(m)]}
とする．このとき (a,m) = 1かつ (xi,m) = 1なので，命題 4.7 より
(axi,m) = 1である．また命題 6.15より [axi] = [axj]であることの必要
十分条件は [xi] = [xj]であることが分かる．すなわち [axi]も既約剰余類
である．つまり {[x1], [x2], . . . , [xφ(m)]}と {[ax1], [ax2], . . . , [axφ(m)]} は
元の並んでいる順番が異なるだけであって，それらを全てを掛けると
等しい:

[x1x2 . . . xφ(m)] = [x1][x2] . . . [xφ(m)]

= [ax1][ax2] . . . [axφ(m)]

= [aφ(m)x1x2 . . . xφ(m)]

従って aφ(m)x1x2 . . . xφ(m) ≡ x1x2 . . . xφ(m) mod m である．各 iに対
して (xi,m) = 1なので φ(m)回 命題 6.15 (1)を用いると aφ(m) ≡ 1

mod mが成り立つ． □

例 9.10. 7500を 44で割った時の余りを求める．
(7, 44) = 1であり，φ(44) = φ(22)φ(11) = (22− 2)× 10 = 20である．

定理 9.8より 720 ≡ 1 mod 44なので，7500 = 720×25 = (720)25 ≡ 125

mod 44である．従って 7500を 44で割った時の余りは 1である．

系 9.11 (一次合同式の解の公式). mを自然数，a, bを整数とする．(a,m) =

1のとき一次合同式 ax ≡ b mod mはmを法として唯一つの解を持ち，
それは x ≡ aφ(m)−1b mod mである．



代数学序論 45

Proof. 命題 6.17 (3) よりmを法として解は唯一つ存在する．ax ≡ b

mod mの左辺に x = aφ(m)−1bを代入すると，定理 9.8より

ax ≡ a(aφ(m)−1b) mod m

≡ aφ(m)b mod m

≡ 1× b mod m

である．すなわち x ≡ aφ(m)−1bが唯一つの解である． □

例 9.12. 一次合同式 15x ≡ 1 mod 22を解く．(15, 22) = 1なので，
系 9.11より x ≡ 15φ(22)−1 × 1 mod 22が解である．φ(22) = 10と
159 = (152)4 × 15より，

x ≡ ((−7)2)4 × (−7) mod 22

≡ 54 × (−7) mod 22

≡ 252 × (−7) mod 22

≡ 32 × (−7) mod 22

を得る．従って解は x ≡ −63 ≡ 3 mod 22である．

問題 9.13. この例を複数の解き方で解け．（例 6.20も見よ．）

10. 原始根

次節からは二次合同式を扱う．それへの準備である．

命題 10.1. pを素数とする．整数係数 n次合同式

f(x) := anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 ≡ 0 mod p

（ただし an 6≡ 0 mod pとする）の整数解は pを法として高々n個で
ある．

Proof. nに関する帰納法で示す．n = 1のときは命題 6.17から従う．
n > 1とする．x1, x2, . . . , xkを pを法として相異なる f(x)の解とする．
ここで k ≤ nを示せば良い．
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f(x)を x − x1 で割ると余りは f(x1)に等しい．つまりある整数係
数多項式 f1(x)が存在12し，f(x) = (x − x1)f1(x) + f(x1)が成り立つ．
f1(x)は n− 1次式で，最高次の係数は an 6≡ 0 mod pなので f1(x) ≡ 0

mod pは n− 1次合同式である．ここで f(x) ≡ 0 mod pの解の一つで
ある xi (i 6= 1)を代入すると，

(xi − x1)f1(xi) ≡ 0 mod p

が成り立つ．今 xi − x1 6≡ 0 mod pなので，系 6.16より f1(xi) ≡ 0

mod pである．つまりx2, x3, . . . , xkはn−1次合同式 f1(x) ≡ 0 mod p

の解であるが，その個数は帰納法の仮定より pを法として高々n− 1個
である．つまり k − 1 ≤ n− 1である．故に k ≤ nを得る． □

注意 10.2. 素数を法とする，というのは本質的である．例えば x2 ≡ 1

mod 8の解は x = 1, 3, 5, 7の 4つである．

上の命題は解が存在すれば，その個数は・・・，という話である．もち
ろん，いつ解が存在するか？という問題は残っている．二次合同式に
関してそれを調べるのが次節である．
話は少し変わる．

定義 10.3. mを自然数，aを (a,m) = 1をみたす整数とする．このと
き an ≡ 1 mod mとなる最小の自然数 nを ordm(a)と記し，法mに
関する aの位数という．また，素数 pに対し，ordp(a) = p − 1となる
a ∈ Zを pを法とする原始根という．

例 10.4. 7を法とする原始根を求めるために，a = 1, 2, . . . , 6に対して
ai (i = 1, 2, . . . , 6)を 7で割った余りを調べる．
a = 1のとき，11 = 12 = · · · = 16 = 1なので i = 1, 2, . . . , 6に対し，

ai ≡ 1 mod 7である．つまり ord7(1) = 1なので，1は 7を法とする原
始根ではない．

12これはちゃんと示すべきことかもしれない．
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a = 2のとき，21 = 2, 22 = 4, 23 = 8 ≡ 1, 24 = 16 ≡ 2, 25 = 32 ≡
4, 26 ≡ 1 mod 7 であるから，ord7(2) = 3である．従って 2は 7を法
とする原始根ではない．なお 26 ≡ 1 mod 7は Fermatの小定理（定理
9.5）の例である．
a = 3のとき，31 = 3, 32 = 9 ≡ 2, 33 ≡ 6, 34 ≡ 4, 35 ≡ 5, 36 ≡ 1

mod 7 であるから，ord7(3) = 6である．従って 3は 7を法とする原始
根である．
以下同様に ord7(4) = 3，ord7(5) = 6，ord7(6) = 2となる．以上よ

り 7を法とする原始根は 3と 5である．

問題 10.5. 11を法とする原始根を求めよ．

補題 10.6. mを自然数，aを (a,m) = 1をみたす整数とする．n =

ordm(a)のとき，次が成り立つ．
(1) ai ≡ aj mod mの必要十分条件は i ≡ j mod nである．
(2) 整数 kに対して ordm(a

k) =
n

(n, k)
が成り立つ．

Proof. (1) (a,m) = 1なので，ai ≡ aj mod mの両辺を aで j回割ると
ai−j ≡ 1 mod mを得る．さらに i− jを nで割ると，除法の定理（定
理 2.4）より i− j = n× q + r (0 ≤ r < n)をみたす整数 q, rが存在す
る．今 an ≡ 1 mod mなので

ai−j = anq+r

= (an)q × ar

≡ ar mod m

である．また 0 ≤ r < n = ordm(a)なので，ai−j ≡ 1 mod mは r = 0

を意味する．すなわち i− jは nで割り切れる．
(2) i = ordm(a

k)とする．(ak)i ≡ 1 mod mなので，(1) より ik ≡ 0

mod n，つまり ik ≡ 0k mod nが成り立つ．命題 6.15 (2)より，d =

n/(n, k)とすれば i ≡ 0 mod dである．位数の最小性より，i = dを得
る． □
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さてこの節のメインは次である．

定理 10.7. 各素数に対して原始根は存在する．

Proof. 素数 pに対し，dを p− 1の約数とし，
Rd := {a ∈ {1, 2, . . . , p− 1} | ordp(a) = d}

とする．♯Rp−1 > 0が定理の主張であるので，各dに対し ♯Rd = φ(d) > 0

を示せば良い．まず ♯Rd ≤ φ(d)を示す．ここでφはEuler 関数である．
もし Rd = ∅ならば ♯Rd = 0 < φ(d)であるから，Rd 6= ∅の場合を考
える．
a ∈ Rdとすると，補題 10.6 (1)より 1, a, a2, . . . , ad−1は pを法とし

て相異なる．そして (ak)d ≡ (ad)k ≡ 1 mod pなので，これら d個の
数は d次合同式 xd ≡ 1 mod pの解であり，命題 10.1より，これらの
解が d次合同式 xd ≡ 1 mod pの全てである．また補題 10.6 (2)より
ordp(a

k) = dの必要十分条件は d/(d, k) = d，つまり (d, k) = 1である．
従ってRd = {ak | (d, k) = 1, 0 ≤ k < d}であり，♯Rd = φ(d)である．
以上によって p− 1の約数 dに対し ♯Rd ≤ φ(d)が成り立つ．
これと命題 8.20より∑

d|p−1

♯Rd ≤
∑
d|p−1

φ(d) = p− 1

が成り立つ．またFermart の小定理（定理 9.5）から ap−1 ≡ a0 mod p

であるので，補題 10.6 (1) 13より a ∈ {1, 2, . . . , p − 1}の位数 ordp(a)

は p− 1の約数である．位数を二種類もつ元は存在しないので p− 1の
約数 dを動かしたとき∐d|p−1Rd = {1, 2, . . . , p − 1}が成り立つ．従っ
て∑d|p−1 ♯Rd = p− 1である．つまり∑

d|p−1

♯Rd =
∑
d|p−1

φ(d)

であるが，これは各 dに対して ♯Rd = φ(d)を意味している． □

次の補題は次節で断りなしに頻繁に用いる．
13つまるところ i = p− 1, j = 0の場合である．
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補題 10.8. pを素数とし，gを pを法とする原始根とする．整数 aが
(a, p) = 1をみたすとき a ≡ gi mod pをみたす整数 iが {0, 1, 2, . . . , p−
2}の中に唯一つ存在する．

Proof. pを法とした話なのでa ∈ (Z/pZ)×として良く，集合{1, g, g2, . . . , gp−2}
が (Z/pZ)× の既約剰余系であることを示せば良い．
g は原始根であるから (g, p) = 1である．従って (gi, p) = 1 (i =

0, 1, 2, . . . , p− 2)である．つまり giは (Z/pZ)×の代表元である．また，
補題 10.6 (1)より gi 6≡ gj mod p (i, j = 0, 1, 2, . . . , p− 2)に注意する．
♯(Z/pZ)× = p− 1なので {1, g, g2, . . . , gp−2}は既約剰余系である． □

問題 10.9. 例 10.4を参考に，{1, 5, 52, 53, 54, 55}が (Z/7Z)×の既約剰余
系 {1, 2, 3, 4, 5, 6}になることを示せ．また{1, 4, 42, 43, 44, 45}はどうか？

11. 平方剰余の相互法則

この節では二次合同式を扱う．順番的にも相場14であろう．ここでは
具体的な解を求めるというよりは，与えられた 2次合同式が整数解を
持つか否かを判定する．

11.1. Legendre 記号と平方剰余.

定義 11.1. pを奇素数とし，aを a 6≡ 0 mod pをみたす整数とする．2

次合同式 x2 ≡ a mod pが整数解を持つとき aを法 pの平方剰余，そ
うでないとき aを法 pの平方非剰余という．

定義 11.2. pを奇素数とし，aを a 6≡ 0 mod pをみたす整数とする．
このとき (

a

p

)
=

{
1 aは法 pの平方剰余
−1 aは法 pの平方非剰余

と定め，これをLegendre 記号という．
14今の中学生もそうだと思うが，私は一次方程式の後に連立一次方程式を勉強し，

それから二次方程式を勉強した（はず）．
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例 11.3. 12 ≡ 1 mod pなので 1は法 pの平方剰余である．すなわち任
意の奇素数 pに対して

(
1
p

)
= 1である．

また，22 ≡ 52 ≡ 4 mod 7, 32 ≡ 42 ≡ 2 mod 7, 62 ≡ 1 mod 7 な
ので 7の平方剰余は 1,2,4であり，残りの 3,5,6は平方非剰余である．
Legendre 記号で表すと(

1

7

)
=

(
2

7

)
=

(
4

7

)
= 1,

(
3

7

)
=

(
5

7

)
=

(
6

7

)
= −1

である．

以下Legendre 記号
(

a
p

)
の値が 1か−1かを判定していくのだが，最

初の命題が次である．

命題 11.4. gを素数 pを法とする原始根，aを (a, p) = 1をみたす整
数とする．このときある整数 iが存在して a ≡ gi mod pをみたせば，(

a
p

)
= (−1)iである．

Proof.
(

a
p

)
= 1の必要十分条件は iが偶数であることを示す．

iが偶数のとき i = 2jとすると，(gj)2 ≡ a mod pなので
(

a
p

)
= 1で

ある．逆に
(

a
p

)
= 1であれば x2 ≡ a(≡ gi) mod pをみたす整数 xが

存在する．補題 10.8より x = gkとでき，このとき g2k ≡ gi mod pで
あるが，補題 10.6 (1)より 2k ≡ i mod p− 1である．p− 1は偶数な
ので iは偶数である． □

命題 11.5. pを奇素数，a, b 6≡ 0 mod pをみたす整数とする．このと
き次が成り立つ．

(1) a ≡ b mod pならば
(

a
p

)
=
(

b
p

)
が成り立つ．

(2)

(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
Proof. (1)は当たり前である．(2) 補題 10.8より gを pを法とする原始
根とすると，a ≡ gi, b ≡ gj mod pとできる．ab ≡ gi+j mod pなの
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で，命題 11.4より (
ab

p

)
= (−1)i+j

= (−1)i × (−1)j(
a

p

)(
b

p

)
である． □

この命題は素因数分解の一意性（定理 5.1）を用いることで，Legendre
記号の計算の本質的は素数の場合である事を主張している．たとえば(

20

7

)
=

(
6

7

)
=

(
2

7

)(
3

7

)
である．しかし通常

(
2
p

)
や
(

3
p

)
の値を決定するのは簡単ではない．こ

れを計算するのが次である：

定理 11.6 (Euler の規準). pを奇素数，aを (a, p) = 1をみたす整数と
するとき (

a

p

)
≡ a

p−1
2 mod p

が成り立つ．

Proof. gを素数 pを法とする原始根とし，a ≡ gi mod pとする．命題
11.4より

(
a
p

)
= (−1)i ≡ (−1)i mod pが成り立つ．また

a
p−1
2 ≡

(
gi
) p−1

2 ≡
(
g

p−1
2

)i
mod p

に注意する．
さて gは原始根であるから gp−1 ≡ 1 mod pが成り立ち，g p−1

2 ≡ ±1

mod pをみたす．また ordp(g) = p − 1 > (p − 1)/2より，g p−1
2 6≡ 1

mod pである．従って(
g

p−1
2

)i
≡ (−1)i mod p

が成り立つ． □

注意 11.7. Fermatの小定理（定理 9.5）をもう一度見よ．
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例 11.8. Euler の規準を用いて(
2

7

)
= 1,

(
3

7

)
= −1

であることを確認する．

2
7−1
2 = 23 = 8 ≡ 1 mod 7

と
3

7−1
2 = 33 = 27 ≡ −1 mod 7

より， (
2

7

)
≡ 1,

(
3

7

)
≡ −1 mod 7

であるのだが，左辺は 1か−1しか取り得ず，7を法としたとき 1 6≡ −1

であるからこの合同≡は等号=としても成り立つ．
また以上より (

20
7

)
=
(
2
7

) (
3
7

)
= −1であることが分かる．つまり

x2 ≡ 20 mod 7は整数解を持たない．

原理的にはこのEulerの規準を用いれば，Legendre記号
(

a
p

)
の値の

決定はできる．しかし aや pの値が大きくなると a
p−1
2 の計算などは困

難である．その意味でも次の定理は大変ありがたいものである．ここ
が初等整数論のひとつのハイライトである．

定理 11.9 (平方剰余の相互法則，補充法則). p, qを相異なる奇素数と
する．このとき次が成り立つ．

(1)

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 　（第一補充法則）

(2)

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 　（第二補充法則）

(3)

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

× q−1
2 　（平方剰余の相互法則）

例 11.3によって，1に関しては平方剰余の問題は終了しているが，そ
れら以外の整数は素因数分解（定理 5.1）と命題 11.5によって，上の
3つの式から Legendre 記号の値が決定できる．
証明に入る前に一つ補題を準備する．



代数学序論 53

補題 11.10. 自然数nに対し，ζn := e(2π
√
−1)/n = cos(2π/n)+

√
−1 sin(2π/n)

と定め，1の原始 n乗根という．aを奇数とするとき

ζa8 + ζ−a
8 = (−1)

a2−1
8

√
2

が成り立つ．

Proof. 整数mに対して，ζn+m
n = ζmn なので，a = 1, 3, 5, 7に関して確

かめれば良い．

ζ8 = cos
2π

8
+
√
−1 sin

2π

8

= cos
π

4
+
√
−1 sin

π

4

=
1 +

√
−1√
2

ζ−1
8 = cos

−2π

8
+
√
−1 sin

−2π

8

= cos
2π

8
−

√
−1 sin

2π

8

=
1−

√
−1√
2

なので ζ8+ ζ
−1
8 =

√
2である，ζ78 = ζ−1

8 , ζ−7
8 = ζ8であるので ζ78 + ζ

−7
8 =

√
2も成り立つ．同様の計算によって ζ38 + ζ−3

8 = ζ58 + ζ−5
8 = −

√
2 を得

る．また

(−1)
a2−1

8 =

{
1 a ≡ 1, 7 mod 8

−1 a ≡ 3, 5 mod 8

なので
ζa8 + ζ−a

8 = (−1)
a2−1

8

√
2

が成り立つ． □

ここでは定理 11.9 の (1)と (2)のみ証明を与える．

Proof. (1) Euler の規準（定理 11.6）より(
−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 mod p
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である．左辺は 1か−1しか取り得ず，pを法としたとき 1 6≡ −1であ
るからこの合同≡は等号=としても成り立つ．

(2) Euler の規準より(
2

p

)
≡ 2

p−1
2 mod p

≡ (
√
2)p−1 mod p

≡ (ζ8 + ζ−1
8 )p−1 mod p . . . (∗)

である．一方，二項定理と補題 11.10を用いれば

(ζ8 + ζ−1
8 )p =

p∑
k=0

(
p

k

)
ζp−k
8 (ζ−1

8 )k

=

p∑
k=0

(
p

k

)
ζp−2k
8

= ζp8 + ζ−p
8 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
ζp−2k
8

= (−1)
p2−1

2

√
2 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
ζp−2k
8

である．この両辺を ζp8 + ζ−p
8 =

√
2で割ると，

(ζ8 + ζ−1
8 )p−1 = (−1)

p2−1
8 +

1√
2

p−1∑
k=1

(
p

k

)
ζp−2k
8

である．従って補題 9.1より (ζ8 + ζ−1
8 )p−1 ≡ (−1)

p2−1
8 mod pである．

これと (∗)より第二補充法則を得る． □

11.2. Gauß和. 定理 11.9 (3)を証明するための準備がしばらく続く．

補題 11.11. pを奇素数とする．このとき
p−1∑
a=1

(
a

p

)
= 0である．

Proof. gを pを法とする原始根，a ≡ gi mod pとする．言い換えれば，
集合 {1, 2, . . . , p− 1}も {g, g2, . . . , gp−1}も (Z/pZ)×の既約剰余系をな
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している（補題 10.8も見よ．）ので，命題 11.4 より

p−1∑
a=1

(
a

p

)
=

p−1∑
i=1

(
gi

p

)
=

p−1∑
i=1

(−1)i = 0

である． □

定義 11.12. ζnを 1の原始 n乗根とする．このとき奇素数 pに対して

Gp =

p−1∑
a=1

(
a

p

)
ζap

をGauss 和という．

例 11.13. G3を計算する．計算すべきものは ζa3 と
(
a
3

)の値である．（た
だし a = 1, 2である．）1の原始 3乗根に関しては定義通りに計算すれ
ば良い．

ζ3 = cos
2π

3
+
√
−1 sin

2π

3

= −1

2
+
√
−1

√
3

2

=
−1 +

√
−3

2

この値を 2乗すれば ζ23 = −1−
√
−3

2
を得られるが，de Moivre の定理：

(cos θ+
√
−1 sin θ)n = cosnθ+

√
−1 sinnθ を用いても計算できる．Le-

gendre記号に関しては例 11.3より(1
3

)
= 1である．また2 ≡ −1 mod 3

なので，命題 11.5より (2
3

)
=
(−1

3

)であり，第一補充法則（定理 11.9(1)

なのでこれは証明済み15である．）より (2
3

)
=
(−1

3

)
= (−1)(3−1)/2 = −1

15そういうことならば，直接第二補充法則を使ってもよいのだが．
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である．以上より

G3 =
3−1∑
a=1

(
a

p

)
ζa3

=

(
1

3

)
ζ3 +

(
2

3

)
ζ23

=
−1 +

√
−3

2
− −1−

√
−3

2

=
√
−3

である．

例 11.14. G5 =
(
1
5

)
ζ5+

(
2
5

)
ζ25 +

(
3
5

)
ζ35 +

(
4
5

)
ζ45 の値を求める．

(
1
5

)
= 1

は明らか．また第一補充法則より (4
5

)
=
(−1

5

)
= (−1)(5−1)/2 = 1であ

る．あえて第二補充法則は用いず，Euler の規準（定理 11.6）より(
2

5

)
≡ 2

5−1
2 ≡ −1,

(
3

5

)
≡ 3

5−1
2 ≡ −1 mod 5

である．従って (2
5

)
=
(
3
5

)
= −1を得る．つまりG5 = ζ5 − ζ25 − ζ35 + ζ45

である．
さて，ζ55 −1 = 0なので左辺を因数分解すると，(ζ5−1)(1+ ζ5+ ζ

2
5 +

ζ35 + ζ45 ) = 0であり，ζ5 6= 1より 1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 = 0 . . . (∗)が成
り立つ．つまり−(ζ25 + ζ35 ) = 1 + ζ5 + ζ45 である．これより

G5 = ζ5 − ζ25 − ζ35 + ζ45

= 1 + 2(ζ5 + ζ45 )

である．ところで (∗)の両辺をζ25 6= 0で割ると，ζ−2
5 +ζ−1

5 +1+ζ5+ζ
2
5 = 0

なので (ζ5+ ζ−1
5 )2+(ζ5+ ζ−1

5 )− 1 = 0である．ζ−1
5 = ζ45 に注意すれば，

(ζ5 + ζ45 )
2 + (ζ5 + ζ45 )− 1 = 0
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が成り立つ．この二次方程式を解けば ζ5 + ζ45 = (−1±
√
5)/2 である．

そして ζ5 = cos 2π
5
+
√
−1 sin 2π

5
と

ζ45 = ζ−1
5

= cos
−2π

5
+
√
−1 sin

−2π

5

= cos
2π

5
−

√
−1 sin

2π

5

から ζ5 + ζ45 = 2 cos 2π
5
> 0である．16従って ζ5 + ζ45 = (−1 +

√
5)/2で

あり，

G5 = 1 + 2× −1 +
√
5

2
=

√
5

を得る．

注意 11.15. 一般に

Gp =

{√
p p ≡ 1 mod 4

√
−p p ≡ 3 mod 4

が知られている．

問題 11.16. Euler の規準ではなく，第一補充法則と第二補充法則を用
いて (

2

5

)
=

(
3

5

)
= −1

を確かめよ．

定義 11.17. 奇素数 pに対し

p∗ = (−1)
p−1
2 p =

{
p p ≡ 1 mod 4

−p p ≡ 3 mod 4

と定める．

命題 11.18. pを奇素数とする．このときG2
p = p∗が成り立つ．

16−π ≤ θ ≤ πにおいて cos θ ≥ 0である．
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Proof. 直接計算する：

G2
p =

p−1∑
a=1

(
a

p

)
ζap ×

p−1∑
b=1

(
b

p

)
ζbp

=

p−1∑
a=1

(
p−1∑
b=1

(
ab

p

)
ζa+b
p

)

ここで b = atとすると

=

p−1∑
a=1

(
p−1∑
t=1

(
a2t

p

)
ζa(1+t)
p

)

=

p−1∑
a=1

(
p−1∑
t=1

(
a2

p

)(
t

p

)
ζa(1+t)
p

)

=

p−1∑
t=1

((
t

p

) p−1∑
a=1

ζa(1+t)
p

)
. . . (♣)

今 (a, p) = 1なので，
p−1∑
a=1

ζa(1+t)
p =

{
p− 1 1 + t ≡ 0 mod p

−1 1 + t 6≡ 0 mod p

に注意する．(♣)の計算を続けると，

(♣) =

p−2∑
t=1

((
t

p

) p−1∑
a=1

ζa(1+t)
p

)
+

(
p− 1

p

)(p−1∑
a=1

ζapp

)

= −
p−2∑
t=1

(
t

p

)
+

(
p− 1

p

)
(p− 1)

=

(
p− 1

p

)
p−

p−1∑
t=1

(
t

p

)
補題 11.11と p− 1 ≡ −1 mod pより

=

(
−1

p

)
p

である．また第一補充法則（定理 11.9 (1)）より(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1 p ≡ 1 mod 4

−1 p ≡ 3 mod 4
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なので
(

−1
p

)
p = p∗である．故にG2

p = p∗である． □

11.3. 平方剰余の相互法則の証明. 定理 11.9 (3)：平方剰余の相互法則(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

× q−1
2

を示す．この命題を示すために，色々な言い換えをする．次はよく知
られている言い換えで，(2)を平方剰余の相互法則と呼ぶ場合も多い．

補題 11.19. p, qを相異なる奇素数とする．このとき次は同値である．
(1)

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

× q−1
2

(2)

(
q∗

p

)
=

(
p

q

)
(3) Gp−1

q ≡
(
p

q

)
mod p

Proof. (1)と (2)の同値について：命題 11.5と第一補充法則（定理 11.9

(1)）より (
q∗

p

)
=

(
(−1)

q−1
2 q

p

)

=

(
(−1)

q−1
2

p

)(
q

p

)

=

(
−1

p

) q−1
2
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

× q−1
2

(
q

p

)
. . . (∗)

が成り立つ．(1)の式を (∗)に代入することで (2)が得られる．また (2)

を仮定して，(∗)の両辺に
(

q
p

)
を代入すれば (1)を得る．

(2)と (3)の同値について：命題 11.18と Euler の規準（定理 11.6）
より

Gp−1
q = (q∗)

p−1
2 ≡

(
q∗

p

)
mod p

なので (2)と (3)は同値である． □



60 S. TAKI

以下で行う平方剰余の相互法則（定理 11.9 (3)）の証明方針として
は (3)が成り立つことを示す．そこでGauss 和Gqを p乗する：

Gp
q =

(
q−1∑
a=1

(
a

q

)
ζaq

)p

=

q−1∑
a1=1

(
a1
q

)
ζa1q ×

q−1∑
a2=1

(
a2
q

)
ζa2q × · · · ×

q−1∑
ap=1

(
ap
q

)
ζapq

=
∑

(a1,a2,...,ap)∈A

(
a1a2 . . . ap

q

)
ζa1+a2+···+ap
q

ここでA := {(a1, a2, . . . , ap) ∈ Zp | 0 < ai < q}である．さらに

At = {(a1, a2, . . . , ap) ∈ A | a1 + a2 + · · ·+ ap ≡ t mod q}

として，

Jt :=
∑

(a1,a2,...,ap)∈At

(
a1a2 . . . ap

q

)

と定めれば，

Gp
q =

q−1∑
t=0

Jtζ
t
q . . . (♦)

である．

補題 11.20. s, tを整数とする．(s, q) = 1のとき Jst =

(
s

q

)
Jtが成り

立つ．

Proof. 整数 xを qで割った余りを 〈x〉qで表す．(s, q) = 1なので，

Ast = {(〈sa1〉q, 〈sa2〉q, . . . , 〈sap〉q) ∈ Zp | (a1, a2, . . . , ap) ∈ At}
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が成り立つ．従って

Jst =
∑

(b1,b2,...,bp)∈Ast

(
b1b2 . . . bp

q

)

=
∑

(a1,a2,...,ap)∈At

(
(sa1)(sa2) . . . (sap)

q

)

=
∑

(a1,a2,...,ap)∈At

(
ss . . . s

q

)(
a1a2 . . . ap

q

)

=

(
s

q

)p ∑
(a1,a2,...,ap)∈At

(
a1a2 . . . ap

q

)

=

(
s

q

)p

Jt

である．今 pは奇素数なので (±1)p = ±1なので
(

s
q

)p
=
(

s
q

)
である．

従って Jst =
(

s
q

)
Jtが成り立つ． □

問題 11.21. 上の設定で，

Ast = {(〈sa1〉q, 〈sa2〉q, . . . , 〈sap〉q) ∈ Zp | (a1, a2, . . . , ap) ∈ At}

を示せ．

命題 11.22. p, qを相異なる奇素数とするとGp−1
q = J1が成り立つ．

Proof. 補題 11.20で t = 0のとき
(

s
q

)
= −1となる sを取る17と，J0 =

−J0なので J0 = 0である．また (s, q) = 1をみたす整数 sに対し，t = 1

17たとえば sとして原始根を取れば良い．
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とすれば Js =
(

s
q

)
J1なので (♦)より

Gp
q =

q−1∑
s=0

Jsζ
s
q

=

q−1∑
s=1

(
s

q

)
J1ζ

s
q

= J1

q−1∑
s=1

(
s

q

)
ζsq

= J1Gq

が成り立つ．両辺をGq 6= 0で割るとGp−1
q = J1が成り立つ． □

補題 11.19 (3)によって，平方剰余の相互法則（定理 11.9 (3)）を証
明するために J1 ≡

(
p
q

)
mod pを示せば良い．

命題 11.23. p, qを相異なる奇素数とすると J1 ≡
(
p

q

)
mod pが成り

立つ．

Proof. a = (a1, a2, . . . , ap) ∈ Aに対し，(
a

q

)
:=

(
a1a2 . . . ap

q

)
と記す．つまり

J1 =
∑
a∈A1

(
a

q

)
である．
整数 uが q と互いに素のとき，a0 = (u, u, . . . , u) ∈ A1 とおくと

pu ≡ 1 mod qであり，命題 6.17よりこの合同式の解 uは qを法とし
て唯一つ存在する．つまりa0はA1において唯一つ存在する元である．
また (

a0

q

)
=

(
u

q

)p

=

(
u

q

)
かつ

(
pu

q

)
=

(
1

q

)
= 1

なので (
a0

q

)
=

(
p

q

)



代数学序論 63

が成り立つ．
さてここで，a0とは異なる a = (a1, a2, . . . , ap) ∈ A1に対して

a(k) = (a1+k, a2+k, . . . , ap, a1, . . . , ak)

と定める．つまりa(k)はaの左から k個の成分を apの右側へズラした
ものである．このときa(0) = a,a(1), . . . ,a(p−1)はA1の相異なる p個の
元であるが，

(
a(0)

q

)
=

(
a(1)

q

)
= · · · =

(
a(p−1)

q

)

をみたす．故に

p−1∑
k=0

(
a(k)

q

)
= p

(
a(0)

q

)
= p

(
a

q

)
≡ 0 mod p

である．つまり pを法として J1 =
∑

a∈A1

(
a
q

)
の値を考えたとき，a0

以外のA1の元は J1へ寄与しない．従って

J1 =
∑
a∈A1

(
a

q

)
≡
(
a0

q

)
≡
(
p

q

)
mod p

が成り立つ． □

以上によって平方剰余の相互法則（定理 11.9 (3)）が証明された．
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例 11.24. 491は 223を法として平方剰余か否かを調べる．つまり (491
223

)
の値を求めれば良い．(

491

223

)
=

(
45

223

)
=

(
32

223

)(
5

223

)
= 1×

(
223∗

5

)
=

(
(−1)

223−1
2 223

5

)
=

(
−223

5

)
=

(
−1

5

)(
3

5

)

= (−1)
5−1
2

(
5∗

3

)
=

(
(−1)

5−1
2 5

3

)
=

(
5

3

)
=

(
2

5

)
= (−1)

52−1
8

= −1

なので 491は 223を法として平方非剰余である．
なお上の計算で (−1

5

) (
3
5

)
= (−1)

5−1
2

(
5∗

3

) では第一補充法則を用いた
が，(3

5

)
=
(−2

5

)を用いた方が計算を少し省ける．つまり (−1
5

) (
3
5

)
=(−1

5

) (−1
5

) (
2
5

)
=
(
2
5

) である．
問題 11.25. Legendre 記号の値をいろいろ計算してみよ．

12. 試験問題

ここまでの話で，持ち込みなし制限時間 90分程度の試験を行うとす
ると，次のような問題を出す．
問題　次の問に答えよ．

(1) nを自然数とする．4n3 −nは 3を約数に持つことを数学的帰納
法を用いて示せ．

(2) V をR上のn次元ベクトル空間とし，f : V → V を線形写像とす
る．V 上の関係x ∼ yをx−y ∈ Ker fと定める．このとき関係
∼は同値関係である事を示せ．なおKer f := {x ∈ V |f(x) = 0}
である．

(3) 1985× 1016− 910× 3608 を 13で割ったときの余りを求めよ．
(4) 27100を 28で割ったときの余りを求めよ．
(5) 720を 66で割ったときの余りを求めよ．
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(6) 現金 1070円を持って，62円切手と 82円切手を買いに行く．現
金を丁度使い切るにはそれぞれ何枚買えば良いか？

(7) 連立一次合同式


2x ≡ 3 (mod 5)

3x ≡ 1 (mod 8)

4x ≡ 5 (mod 9)

を解け．

(8) 明確な数が分からない品物がある．パッと見たところ，200個
以上はあるが 300個もない．それらを 3個ずつ数えると 2個余
り，5個ずつ数えると 3個余り，7個ずつ数えると 2個余る．品
物の数は幾つか？

(9) 5を法とする原始根を求めよ．
(10) 2次合同式 x2 ≡ 45 mod 19は整数解を持つか？

Appendix A. 代数方程式の解の公式

ここでは代数方程式

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0

を扱う．最高次の係数が0だとあまり意味がないのでan 6= 0と仮定する．
よく知られている通り，n = 1の時は 1次方程式であり，a1x+ a0 = 0

の解は x = −a0/a1である．n = 2の時は 2次方程式であり，その解き
方は高校入試などで問われる．つまり a2x

2 + a1x+ a0 = 0である．左
辺を因数分解して解く場合も多いが，一般にその因数分解が簡単かど
うかはわからない．しかし我々は「解の公式」を知っている．

x =
−a1 ±

√
a21 − 4a2a0
2a2

である．これは a2x
2+a1x+a0を平方完成することで得られる．つまり

a2x
2 + a1x+ a0 = a2

(
x2 +

a1
a2
x

)
+ a0

= a2

(
x+

a1
2a2

)2

+ a0 − a2

(
a1
2a2

)2

= a2

(
x+

a1
2a2

)2

+
4a2a0 − a21

4a2
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なので，

a2

(
x+

a1
2a2

)2

+
4a2a0 − a21

4a2
= 0

を解けば良い．これを整理すると，(
x+

a1
2a2

)2

=
a21 − 4a2a0

4a22

x+
a1
2a2

= ±

√
a21 − 4a2a0

4a22

x = − a1
2a2

±
√
a21 − 4a2a0

2a2

を得る．この節では，3次以上の方程式の「解の公式」について調べて
行く．

A.1. 3次方程式. まず 3次方程式x3−px−q = 0 . . . (∗)の解の公式を調
べる．x = u+v，p = 3uvと変数変換し，(∗)の左辺に代入すると：(u+
v)3−3uv(u+v)−q = u3+v3+3u2v+3uv2−3u2v−3uv2−q = u3+v3−qな
ので，q = u3+v3を得る．一方 (u3−v3)2 = (u3+v3)2−4u3v3 = q2− 4

27
p3

であるから，

u3 − v3 = ±
√
q2 − 4

27
p3

である．従って

u3 =
1

2

(
q ±

√
q2 − 4

27
p3

)
, v3 =

1

2

(
q ∓

√
q2 − 4

27
p3

)
（複合同順）

である．uと vの対称性から，

u3 =
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)
, v3 =

1

2

(
q −

√
q2 − 4

27
p3

)

でも

u3 =
1

2

(
q −

√
q2 − 4

27
p3

)
, v3 =

1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)
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でも議論は変わらない．そこで u3 = 1
2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3
)
. . . (1)として

議論を進める．つまり，

u = 3

√√√√1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)
. . . (2)

である．

注意 A.1. 1の 3乗根，つまり z3 = 1をみたすものは 1, ω, ω2の 3つあ
る．ここで ω = (−1 +

√
−3)/2である．

すなわち，(1)をみたす uは (2)以外に

u = ω 3

√√√√1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)
. . . (3)

と

u = ω2 3

√√√√1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)
. . . (4)

がある．uv = p/3であったので，注意 A.1より，(2)のときは

v =
p

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

であり，(3)のときは

v =
pω2

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

であり，(4)のときは

v =
pω

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

である．以上をまとめると次の定理を得る．（x = u+ vとしていたこと
は忘れてはいけない．）
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定理 A.2 (Cardanoの公式). 方程式 x3 − px− q = 0の３つの解は{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)} 1
3

+
p

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

,

ω

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)} 1
3

+
pω2

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

,

ω2

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)} 1
3

+
pω

3

{
1

2

(
q +

√
q2 − 4

27
p3

)}− 1
3

である．

さて，上では特殊な 3次方程式を扱った．しかしこれが 3次方程式
の本質的である．実際に次が成り立つ．

補題 A.3. a 6= 0とする．3次方程式 ax3 + bx2 + cx+ d = 0 . . . (∗∗)は
x3 − px− q = 0の型へ変形できる．

Proof. a 6= 0なので，(∗∗)の両辺を aで割り整理する：

x3 +
b

a
x2 +

c

a
x+

d

a
=

(
x+

b

3a

)3

− b2

3a2
x+

c

a
x+

d

a
− b3

27a3

=

(
x+

b

3a

)3

+

(
c

a
− b2

3a2

)(
x+

b

3a

)
+
d

a
− b3

27a3
− b

3a

(
c

a
− b2

3a2

)
= X3 − b2 − 3ac

3a2
X − 9abc− 27a2d− 2b3

27a3

である．ここでX = x+ b/3aとおいた． □

これより，(∗∗)の解法は本質的に 3次方程式

X3 − b2 − 3ac

3a2
X − 9abc− 27a2d− 2b3

27a3
= 0

を解くことにある．つまり定理 A.2を用いて解を求め，それらがX =

α1, α2, α3とすると，(∗∗)の３つの解はx = α1−b/3a, α2−b/3a, α3−b/3a
である．
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A.2. 4次方程式. 4次方程式を考察するが，4次の項の係数をあらかじ
め1にしておいて差し支えない．つまりx4+bx3+cx2+dx+e = 0 . . . (∗)
の解法を見る．X = x− b/4とすると (∗) はX4 + pX2 + qX + r = 0と
変形できる．ここで p, q, rは b, c, d, eを用いて表せる．

問題 A.4. p, q, rをそれぞれ b, c, d, eを用いて表せ．

つまり 4次方程式の解法の本質は x4 + px2 + qx+ r = 0 という型の
方程式の解法にある．この 4次方程式を未知数 λを用いて

(x2 + λ)2 = (2λ− p)x2 − qx+ (λ2 − r) . . . (∗∗)

と変形できることに注意する．この右辺が (mx+n)2の型になれば (x2+

λ)2 = (mx+ n)2であるから，(x2 + λ) = ±(mx+ n)となる．つまり 2

つの 2次方程式 (x2 + λ) = (mx + n)と (x2 + λ) = −(mx + n)を解く
事で 4次方程式の解を得る事ができる．
そこで (∗∗)の右辺が (mx+ n)2の型になる条件を求める．それはも

ちろん (2λ− p)x2 − qx+ (λ2 − r)の判別式を調べれば良い．すなわち

D := (−q)2 − 4(2λ− p)(λ2 − r) = 0

である．このDは λに関する 3次方程式なので，上で扱った解法によ
り解を求めることができる．そこでD = 0の解の一つを λ0とすると，
(∗∗)は (x2 +λ0)

2 = (mx+n)2となり，あとは上の方法で 4つの解を求
めることができる．

例 A.5. 4次方程式 x4 +5x2 +2x+5 = 0 の 4つの解を求める．これが
(x2+λ)2 = (mx+n)2の型になるためにはD = (−2)2− 4(2λ− 5)(λ2−
5) = 0 をみたさなくてはならない．また明らかに λ = 2はこの方程式
の解の一つである．
このとき 4次方程式 x4 + 5x2 + 2x+ 5 = 0は (∗∗)より

(x2 + 2)2 = −x2 − 2x− 1

= −(x+ 1)2
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となる．つまり求める 4つの解は
x2 + 2 =

√
−1(x+ 1), x2 + 2 = −

√
−1(x+ 1)

を解けば得られる．実際それらは
√
−1±

√
4
√
−1− 9

2
,

−
√
−1±

√
−4

√
−1− 9

2

である．

A.3. 対称群，対称式，交代式. 今までと少し話しが変わるが，5次以
上の方程式を扱う準備をする．ここでは置換の復習をする．線形代数
の授業で行列式を定義したが，そこに使われたものである．いまいち
ど線形代数の教科書を開くことを薦める．いくつか命題を準備するが，
それらの証明は線形代数の本を参照されたし．

定義A.6. n文字からなる集合Xn := {1, 2, . . . , n}に対し，σ : Xn → Xn

が全単射であるとき，σを n次の置換という．また n次の置換全体を
Snと記し，n次対称群という．

記号を一つ設定する．j ∈ Xnに対して σ(j) = ijのとき σを(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
と記す．

例 A.7. 2次の置換は 2文字の入れ替え，つまり 1と 2を入れ替えない
置換と入れ替えかる置換の 2種類である．従って 2次対称群は集合と
しては

S2 =

{(
1 2
1 2

)
,

(
1 2
2 1

)}
である．同様に 3次対称群は 6個の置換から構成されており，
S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)}
である．一般にSnは n!個の置換から成る．

さてSnに次のように演算を定める．σ, τ ∈ Snに対し，積 στ を写
像の合成として定める．すなわち (στ)(j) := σ(τ(j))である．
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例 A.8. S3で考える．

σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
とすると，

στ =

(
1 2 3
1 3 2

)
, τσ =

(
1 2 3
2 1 3

)
である．これからも分かるようにSnに定めたこの演算は非可換である．

定義 A.9. σ ∈ Snとする．σが i1, i2, . . . , il以外は動かさず，i1, i2, . . . , il
を

i1 7→ i2, i2 7→ i3, . . . , il 7→ i1

と動かすとき，つまり，

σ =

(
1 2 . . . i1 i2 . . . il−1 il . . . n
1 2 . . . i2 i3 . . . il i1 . . . n

)
のとき σを l次の巡回置換という．特に 2次の巡回置換を互換という．
以下では l次の巡回置換を (i1 i2 . . . il

) と略記する．
命題 A.10. 任意の置換は巡回置換の積で，また巡回置換は互換の積で
表せる．そして置換を互換の積で表した時，その個数は一意に定まら
ないが個数の偶・奇は定まる．

この命題の証明は線形代数の教科書に任せる．

例 A.11.(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 6 1 8 7 4 2

)
=
(
1 3 6 7 4

) (
2 5 8

)
=
(
1 4

) (
1 7

) (
1 6

) (
1 3

) (
2 8

) (
2 5

)
=
(
1 2

) (
1 2

) (
1 4

) (
1 7

) (
1 6

) (
1 3

) (
2 8

) (
2 5

)
定義 A.12. 偶数個の互換で表せる置換を偶置換，奇数個の互換で表せ
る置換を奇置換という．

問題 A.13. 5次の巡回置換は偶置換であることを示せ．
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今までで準備した置換を用いて対称式と交代式を定義する．x1, x2, . . . , xn
を不定元とする多項式P (x1, x2, . . . , xn)とσ ∈ Snに対し，σ(P )(x1, x2, . . . , xn) :=
P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) と定める．

例 A.14. P (x1, x2, x3) = x21 + 2x2 + 3x33，σ =
(
1 2 3

) とすると，
σ(P )(x1, x2, . . . , xn) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))

= P (x2, x3, x1)

= x22 + 2x3 + 3x31

である．

定義A.15. 任意のσ ∈ Snに対し，σ(P )(x1, x2, . . . , xn) = P (x1, x2, . . . , xn)

のとき P (x1, x2, . . . , xn)を対称式という．

例 A.16. P (x1, x2) = x1 + x2やQ(x1, x2) = x1x2はどちらも対称式で
ある．

定義A.17. X, x1, x2, . . . , xnを不定元とした多項式 (X−x1)(X−x2) . . . (X−
xn)を考える．これを展開すると，

(X − x1)(X − x2) . . . (X − xn) = Xn +
n∑

k=1

(−1)kγk(x1, x2, . . . , xn)X
n−k

と表せる．このとき γk(x1, x2, . . . , xn)は対称式であり，特に基本対称
式とよばれる．

問題 A.18. γk(x1, x2, . . . , xn)が対称式であることを示せ．なお

γ1(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn

γ2(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 + x1x3 + . . . x1xn + x2x3 + · · ·+ x2xn + · · ·+ xn−1xn
...

γn(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 . . . xn

である．
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定義 A.19. 多項式P (x1, x2, . . . , xn)が任意の互換σ =
(
i j

)
(1 ≤ i <

j ≤ n) に対し σ(P )(x1, x2, . . . , xn) = −P (x1, x2, . . . , xn) となるとき，
P (x1, x2, . . . , xn)を交代式と言う．

例 A.20. P (x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x2 − x3)(x1 − x3) は交代式である．

注意 A.21. 差積
∆(x1, x2, . . . , xn) =

∏
1≤k<l≤n

(xk − xl)

は交代式である．

これより次が従う．

命題 A.22. 対称式S1(x1, x2, . . . , xn)とS2(x1, x2, . . . , xn)に対し，多項
式 P (x1, x2, . . . , xn)を
P (x1, x2, . . . , xn) = S1(x1, x2, . . . , xn)+∆(x1, x2, . . . , xn)S2(x1, x2, . . . , xn)

と定める．このとき σ ∈ Snが偶置換のとき
σ(P )(x1, x2, . . . , xn) = P (x1, x2, . . . , xn)

であり，σ ∈ Snが奇置換のとき
σ(P )(x1, x2, . . . , xn) = S1(x1, x2, . . . , xn)−∆(x1, x2, . . . , xn)S2(x1, x2, . . . , xn)

である．

A.4. 体の拡大.

定義もどき A.23. 集合K 上に四則演算が定義され，分配法則などが
成り立つとき，Kを体という．

例 A.24. Q,R,Cは体であるが，Zは割り算で閉じていない（1と 2は
整数であるが，1/2は整数でない）ので体ではない．

定義 A.25. Kを体，α 6∈ Kとする．

K(α) :=

{
a+ bα

a′ + b′α

∣∣∣∣a, a′, b, b′ ∈ K

}
をKにαを添加してできた体という．またK(α)をKの拡大体という．
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例 A.26.
√
2 6∈ Qなので，

Q(
√
2) =

{
a+ b

√
2

a′ + b′
√
2

∣∣∣∣∣a, a′, b, b′ ∈ Q

}
= {s+ t

√
2 | s, t ∈ Q}

である．これよりQ(
√
2)をQ上の 2次元ベクトル空間とみなすことが

できる．もちろん基底は {1,
√
2}である．またC = R(

√
−1)である．

さて，そもそも我々が考えるべき問題は次である：
そもそもの問題� �
n次方程式 anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = 0 が与えられたと

き，この方程式の解はどのような数であるか？� �
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0とする．このとき体K :=

Q(a0, a1, . . . , an) を方程式 f(x) = 0 の定義体という．一般に方程式
f(x) = 0の解は K の拡大体に含まれる．（もちろん拡大しなくて良
い場合もある．たとえば x2 − 3x+ 2 = 0の解はQに含まれている．）

例 A.27. 2次方程式 a2x
2 + a1x+ a0 = 0 . . . (∗)の解は

x =
−a1 ±

√
a21 − 4a2a0
2a2

で与えられる．D = a21 − 4a2a0とすると，2次方程式 (∗)の 2つの解は
K := Q(a0, a1, a2)に

√
Dを添加してできる体K(

√
D)に含まれる．

例A.28. 3次方程式a3x
3+a2x

2+a1x+a0 = 0の解はK = Q(a0, a1, a2, a3)

の中でx3−px−q = 0 . . . (∗∗)と変形できた．つまり p, q ∈ Kであった．
D = q2− 4/27p3とする．方程式 (∗∗)の解法を見ると，まずK(

√
D)を

考え，次に 1
2

(
q +

√
D
)
の 3乗根を考えた．この 3乗根の一つを

β :=

(
1

2

(
q +

√
D
))1/3

とすると，残りの二つは ωβと ω2βで与えられた．ここで ωは 1の原
始 3乗根である．
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定理 A.2より 3次方程式 (∗∗)の 3つの解はKの拡大体L1 = K(
√
D)

の拡大体 L = K(
√
D)(β, ωβ, ω2β) = L1(β, ωβ, ω

2β)に含まれる．Lは
体であるから ω = ωβ/β ∈ Lであり，L = L1(β, ω) = K(

√
D, β, ω)で

ある．

例 A.27と例 A.28より，2次方程式と 3次方程式の解法は，累乗根
を定義体に次々と添加して体を拡大していくことで，与えられた方程
式の解をすべて含む体を作ることと関係している．

問題 A.29. 4次方程式で同じことをやれ．

定義 A.30. n次方程式 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 . . . (♥) が
与えられた時，定義体K = Q(a0, a1, . . . , an)に何かしらの累乗根を添
加してできる拡大体の列

K0 = K ⊂ K1 = K0( m1
√
α1) ⊂ K2 = K1( m2

√
α2) ⊂ · · · ⊂ Kl = Kl−1( ml

√
αl)

（αj ∈ Kj−1, j = 1, 2, . . . , l）を考える．(♥)の解がすべてKl含まれる
ように拡大列を取れるとき，n次方程式 (♥)は四則演算と累乗根によっ
て解ける，または代数的に解けるという．

A.5. 5次以上の方程式. ここでは一般に 5次以上の方程式は代数的に
解けない，という事を見る．

定義 A.31. K を体とし，α1, α2, . . . , αn 6∈ K とする．0でない任意の
K係数多項式 f(x1, . . . , xn)に対し，f(α1, α2, . . . , αn) 6= 0であるとき，
α1, α2, . . . , αnはK上代数的独立という．

例 A.32. πはQ上代数的独立である．この事実は決して自明ではない．
「円積問題」とよばれる古代の幾何学者を悩ませた問題とも密接に関係
する．（というか，これが答え．）なおQ上代数的独立な数は超越数とよ
ばれる．
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α1, α2, . . . , αnがK上代数的独立のとき，気持ちとしては「α1, α2, . . . , αn

を不定元のように思って良い」ということである．そこで

(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn) = xn − γ1x
n−1 + γ2x

n−2 + · · ·+ (−1)nγn

を考えると，γ1, γ2, . . . , γnはα1, α2, . . . , αnの基本対称式であった．α1, α2, . . . , αn

はK上代数的独立なので γ1, γ2, . . . , γnもK上代数的独立であることに
注意する．つまり方程式xn+a1x

n−1+ · · ·+an = 0の係数 a1, a2, . . . , an

がQ上代数的独立とすると，a1, a2, . . . , anはこの方程式の解の基本対
称式である．
ところで，2 次，3次，4次方程式の解法において，添加していった

累乗根はその方程式の解に関する有理式のみであった．

例 A.33. 2次方程式 x2 + a1x+ a0 = 0の解は

α1 =
−a1 +

√
a21 − 4a0
2

と α2 =
−a1 −

√
a21 − 4a0
2

であり，添加した累乗根は√
a21 − 4a0 =

α1 − α2

2

である．

問題 A.34. 3次方程式と 4次方程式でチェックせよ．

ここで一つの仮定の下に議論をすすめる．もちろんこの仮定は後で
示すべきことである．
仮定� �
（5次以上の）方程式が代数的に解けるとする．このとき定義体に
添加すべき累乗根は解の有理式で表せる．� �
a1, a2, . . . , anがQ上代数的独立とし，方程式xn+a1x

n−1+· · ·+an = 0

の解法を考察する．定義体はK := Q(a1, a2, . . . , an)である．

補題 A.35. K の元は方程式の解 x1, x2, . . . , xn の Q係数対称式で表
せる．
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Proof. a1, a2, . . . , anが x1, x2, . . . , xnの基本対称式で表せることは既に
みた．q ∈ Qは対称式P (x1, x2, . . . , xn) =

∑n
i=1 0x

mi
i + qで表せる． □

さて，これからKを拡大していくのだが，これに添加すべき累乗根
を p

√
rとする．ここで r ∈ Kであり，pは素数である．

補題 A.36. 最初に定義体に添加すべき累乗根は平方根である．すなわ
ち p = 2である．

Proof. 上の「仮定」により p
√
rはx1, x2, . . . , xnの有理式φ(x1, x2, . . . , xn)

で表せ，さらに補題 A.35よりφp(x1, x2, . . . , xn)は対称式である．もち
ろん p

√
r 6∈ Kであるから，φ(x1, x2, . . . , xn)は対称式18ではない．

φ(x1, x2, . . . , xn)は対称式ではないので，ある互換，たとえば
(
1 2

)
によって変わる．つまり(

1 2
)
φ(x1, x2, . . . , xn) = φ′(x1, x2, . . . , xn)

6= φ(x1, x2, . . . , xn)

である．一方 φp(x1, x2, . . . , xn)は対称式なので

φ′p(x1, x2, . . . , xn) =
((
1 2

)
φ(x1, x2, . . . , xn)

)p
= (φ(x2, x1, . . . , xn))

p

=
(
1 2

)
φp(x1, x2, . . . , xn)

= φp(x1, x2, . . . , xn)

である．故に φ′(x1, x2, . . . , xn) = ϵφ(x1, x2, . . . , xn) . . . (♠) を得る．こ
こで ϵは1のp乗根である．ただしφ′(x1, x2, . . . , xn) 6= φ(x1, x2, . . . , xn)

であったので ϵ 6= 1である．
今 x1, x2, . . . , xnはK 上代数的独立なので (♠)は x1, x2, . . . , xnに関

する恒等式である．つまり x1と x2を入れ替えても (♠)と同様の結果：
φ′(x2, x1, . . . , xn) = ϵφ(x2, x1, . . . , xn)を得る．これは

(
1 2

)
φ′(x1, x2, . . . , xn) =

ϵ
(
1 2

)
φ(x1, x2, . . . , xn)を意味するが，φ′(x1, x2, . . . , xn) =

(
1 2

)
φ(x1, x2, . . . , xn)

18対称式は基本対称式を用いて表せることに注意．
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であったことに注意すれば，φ(x1, x2, . . . , xn) = ϵφ′(x1, x2, . . . , xn)を
得る．これと (♠)を合わせると φ(x1, x2, . . . , xn) = ϵ2φ(x1, x2, . . . , xn)

である．すなわち ϵ = −1（1の 2乗根）である．つまり p
√
r =

√
r

である． p
√
rは最初にK に添加するものであったので，最初に用いる

累乗根は平方根であることが分かった．さらにこの平方根は互換によ
って符号が変わるだけである．すなわち交代式でなくてはならない．
以上により K1 = K(

√
r)の元は S1 + ∆S2 の形をしていることが分

かった．ここで S1 と S2 は x1, x2, . . . , xn の対称式であり，∆ は差積
∆(x1, x2, . . . , xn) =

∏
1≤k<l≤n(xk − xl)である． □

次にK1に添加すべき元を q
√
r1とする．

補題 A.37. 次に添加すべき累乗根は 3乗根である．すなわち q = 3で
ある．

Proof. q
√
r1をx1, x2, . . . , xnで表す．「仮定」により q

√
r1 = ψ(x1, x2, . . . , xn)

とできるが，右辺は有理式であるが対称式ではない．つまり 3次の巡
回置換 (1 2 3

)によって変わる．すなわち(
1 2 3

)
ψ = ψ′ 6= ψ . . . (♦)

である．r1 = ψq(x1, x2, . . . , xn) ∈ K1 なので，これは対称式であり(
1 2 3

)
=
(
1 3

) (
1 2

) によって変わらない．すなわち ψq = ψ′qで
あり，ψ′ = ωψを得る．ただし ωは 1の q乗根であり，ω 6= 1である．
x1, x2, x3, . . . , xnの恒等式 (ψ′ =)ψ(x2, x3, x1, . . . , xn) = ωψ(x1, x2, x3, . . . , xn)

の両辺に置換 (1 2 3
)を 2回施すことで，

ψ(x3, x1, x2, . . . , xn) = ωψ(x2, x3, x1, . . . , xn)

ψ(x1, x2, x3, . . . , xn) = ωψ(x3, x1, x2, . . . , xn)

を得る．以上よりψ(x1, x2, x3, . . . , xn) = ω3ψ(x1, x2, x3, . . . , xn)であり，
ω3 = 1すなわち q = 3である． □

定理 A.38 (Abel). 一般に，5次以上の代数方程式は代数的に解けない．
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Proof. n ≥ 5とし，5つの解の巡回置換を考える．上の議論から ψ3は
解の対称式であるから，この 5次巡回置換によって変わらない．ψが変
わったとしても19ωψである（ωは 1の 3乗根）．この巡回置換を 5回行
うと，上と同様の議論により ω5 = 1を得る．すなわち ω = 1となり，
ψは 5次の巡回置換では不変である．しかし(

3 2 1 5 4
) (

1 3 2 4 5
)
=
(
1 2 3

)
であるから，ψが (3 2 1 5 4

)と (1 3 2 4 5
)によって不変であ

れば (1 2 3
)でも不変である．しかしこれは (♦)に反する．

問題 A.13により，この 5つの解の巡回置換は偶置換であることに注
意する．以上の議論により，n ≥ 5のとき ψが偶置換で不変ではなく，
ψqが偶置換で不変であるという解の有理式ψは存在しないことが分か
る．つまりこのとき方程式 xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0が代数的に解け
るとすると，それは平方根のみで解かれてしまうことになり，解として
は xi = S1 +∆S2の形になる．しかしこれは x1, x2, . . . , xnの恒等式で
はない．つまり 5次以上の代数方程式は一般に代数的に解けない． □

以上の議論は「仮定」の下に行われた．ここに一つ課題が残っている．

問題 A.39. 「仮定」の主張を示せ．

Appendix B. 集合の濃度

さりげなく補題 8.6で用いるので，ごく簡単に「集合の濃度」につ
いて触れておく．補題 8.6は有限集合を扱っているので，濃度という概
念を持ち出す必要もないのだが．カリキュラムの都合上，ここで簡単
に紹介する．

定義 B.1. 集合XとY の間に全単射が存在するとき，XとY は対等と
いう．

命題 B.2. 集合Xと Y が対等のときX ∼ Y と記す．このとき関係∼
は同値関係である．つまり

19ψは対称式ではないが，特別な置換に関しては不変になるかもしれない．
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(1) X ∼ X

(2) X ∼ Y ならば Y ∼ X

(3) X ∼ Y かつ Y ∼ ZならばX ∼ Z

をみたす．

Proof. (1) 恒等写像は全単射である．(2) 全単射の逆写像も全単射であ
る．(3) 全単射の合成も全単射である． □

定義 B.3. 集合Xと Y が対等のとき，Xと Y の濃度が等しいといい，
♯X = ♯Y と記す．またXが n個の元からなる集合Xn := {1, 2, . . . , n}
と対等なとき，Xを有限集合と呼び，♯X = nと表す．Xが有限集合で
ないときは無限集合と言う．

命題 B.4. 全単射 f : Xn → Xmが存在するとき，n = mである．

Proof. nに関する帰納法で示す．n = 1ならばm = 1は明らか．s > 1

として，f : Xs → Xtが全単射ならば s = tと仮定する．また全単射
f : Xs+1 → Xt+1に対し f(s + 1) = l ∈ Xt+1とする．g : Xt+1 → Xt+1

を

g(i) =


i i 6= l, t+ 1

l i = t+ 1

t+ 1 i = l

で定めると，これは全単射である（g2 = idXt+1 である）．従って f と
gの合成 g ◦ f も全単射である．
さらに g ◦ f(s+ 1) = g(l) = t+ 1なので g ◦ f は全単射

Xs = Xs+1 \ {s+ 1} → Xt = Xt+1 \ {t+ 1}

を引き起こす．帰納法の仮定より s = tなので，以上より s+ 1 = t+ 1

である． □

命題 B.5. Nは無限集合である．

Proof. nに関する帰納法で全単射 f : Xn → Nが存在しない事を示す．
明らかに全単射 X1 = {1} → Nは存在しない．k > 1として全単射
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Xk → Nが存在しないと仮定する．さて，f : Xk+1 → Nを全単射とし，
f(k + 1) = k + 1とする．g : N \ {k + 1} → Nを

g(i) =

{
i i < k + 1

i− 1 i > k + 1

と定めると gは全単射であり，f をXk = Xk+1 \ {k + 1}を制限した
写像

f|Xk
: Xk = Xk+1 \ {k + 1} → N \ {k + 1}

も全単射でなので，合成 g ◦ f|Xk
: Xk → Nも全単射である．しかしこ

れは帰納法の仮定に反する．従って f : Xn → Nという全単射は存在し
ない． □

有限集合の場合，その濃度は元の個数と言ってしまえば良いのだが，
無限集合の場合は「個数」というのは適切ではないように思える．そ
こで「濃度」という言葉を用いる．

定義 B.6. X を集合とする．全単射N → X が存在するとき，X を可
算無限集合という．特にXが有限集合または可算無限集合のとき，X
は（高々）可算（集合）という．

命題 B.7. ZとNは対等である．つまり Zは高々可算集合である．

Proof. f : N → Zを

f(n) =

{
m− 1 n = 2m

−m n = 2m− 1

と定めると，これは全単射である． □

命題 B.8. QとNは対等である．つまりQは高々可算集合である．

Proof. これはレポート問題とする． □

以上によって ♯N = ♯Z = ♯Qであることが分かった．可算でない集合
の典型例は次である．「対角線論法」と呼ばれるもので，これをやらな
ければ「集合論を勉強した」と言ってはいけないレベルの話である．
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定理 B.9 (Cantor). 開区間 I := (0, 1)は可算集合ではない．

Proof. I の任意の元は小数点を用いて 0.a1a2 . . . an . . . と表せる．ここ
で ai ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}である．もし Iが可算集合であれば，Nの元と一
対一に対応する．n ∈ Nに対応する元を bn ∈ Iとし，

b1 = 0.a11a12a13 . . . a1n . . .

b2 = 0.a21a22a23 . . . a2n . . .

...

bn = 0.an1an2an3 . . . ann . . .

...

と表す．（ここで aij ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}である．）このとき Iの任意の元は
bkのいずれかであることに注意する．
さて，c = 0.c1c2 . . . cn . . . を考える．ただし ck ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}は

ck 6= akkとする．このとき c ∈ I であるから，bj = cをみたす I の元
bj ∈ I が存在する．しかし cの作り方から cj 6= ajj である．これは矛
盾．従って Iは可算ではない． □

命題 B.10. 次が成り立つ．
(1) ♯[a, b] = ♯[c, d]および ♯(a, b) = ♯(c, d)

(2) ♯(a, b) = ♯R

Proof. (1) f : [a, b] → [c, d]

(
x 7→ d− c

b− a
(x− a) + c

)
は全単射であ

る．これを (a, b) → (c, d)に制限すれば，これも全単射である．(2) g :

(−1, 1) → R (x 7→ x/(1− x2))は全単射である． □

以上によって ♯N 6= ♯Rである．
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